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Tn de eerste voordracht geven wij een overzicht van probleemstel-
ling en methodiek en een schets van een programma.

We beschouwen de verzameling MRn van alle vierkante nxn matrices
met complexe elementen. We willlen een begrip analytische functile defi-
nidren; bij zo'n functie zijn de waarden van het argument en van de
functie belde elementen van MRn’

Hiertoe is een limietbegrip nodig. Voorlopig voeren we dit op een
primitieve wijze in door te definidren dat een rij matrices convergeert
als de j,k& elementen convergeren voor alle j en k. Dus als Am=(a§$ )5

A=(a. ) dan geldt 1lim A =A dan en slechts dan als 1lim a\™oa ., voor
jk M e M - oo jk jk
i,k=1,...,n. We komen hier later op terug.
Q)
We beginnen eerst met een gewone machtreeks f(z)= :Zé cmzm met po-
m=

ey o]

sitieve convergentiestraal, Voor een matrix Z stellen we F(Z)= Z_ cmzm
m=0

als het convergeert; dit blijkt het geval te zijn als alle elgenwaarden
van 7 binnen de convergentiecirkel liggen.
Als X een niet-singulier element van MR is (we dulden de verzame-

. . . . *
ling van de niet-singuliere elementen van MRn met MRn aan) en lim Am=A,

. . -1 -1 m-—= oo
dan is lim X AmX=X AX ., Verder geldt voor een polynoom
m—= e )
! m -1 1
P(z)= zzg c z , dat P(X” 'AX)=X"'P(A)X. Dus voor de hierboven gedefinieer-
M=

de F(2) geldt ook F(X™'ax)=x""

F(2)Z=2F(Z).
Uit de matrixtheorie is bekend dat bij iedere AeaMRn een Xe.MR;*

bestaat, zodat B=X‘1AX de z.g. normaalvorm van Jordan heeft,

F(A)X. Verder geldt P(2)z=2P(Z), dus
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Hierin bestaat B uit een aantal langs de hoofddiagonaal geregen blokken,
met daarbuiten nullen. Elk blok heeft de gedaante

e TG A

De matrix B is, op de volgorde van de blokken na, ondubbelzinnig door

A bepaald; X is nilet ondubbelzinnig door A bepaald. De diagonaalelemen~
ten van B zijn de eigenwaarden van A. Het aantal keren dat A in de
hoofddiagonaal van B voorkomt heet de multiplicitelt wvan A

=1 We zullen F(B) nu nader bepalen.

Daar A=XBXx™ ', is F(A)=XF(B)X
Pit kunnen we voor elk blok van B afzonderlijk doen. We nemen een blok
van de gedaante (1); laat dit een kxk matrix zijn. Dan is dit blok

AIk+N, waarin Ik de kxk eenheidsmatrix is en

N=
Nu is
5 ;
NY= .
-0
j S TEOOOPRE & o .
J_ 2 5 face) m_ * m m-j j_
dus NY=0 voor j% k. Nu 1is %56 c (AIK+N) = %éé Ch :Z;(J) A N
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Op grond hiervan definifren we voor een matrix A en een functie
f(z), die eenwaardig analytisch is in alle eigenwaarden van A, de bijbe-
horende F(A) als volgt: schrijf A=XBX—1, waarin B in de normaalvorm van
Jordan is met blokken van de vorm (1), dan 1is F(A)=XCX'1, waarin C uit
overeenkomstige blokken van de vorm (2) bestaat. We bewijzen, dat de zo
gevonden F(A) alleen van f en A en niet van de transformatiematrix X af-

hangt, Daartoe kiezen we een polynoon P(z), zodat
P(A) = £(A)

(=) () o ey
enz. voor alle blokken,

Daar de normaalvorm, op de volgorde van de blokken na, door A 1s bepaald,
kan P(z) onafhankelijk van X worden gekozen. Nu 1s P(A)=XP( B)X“qz
=XF(B)X'1=F(A). Dus hangt F(A) alleen van A en f en niet van X af,

De hierboven gegeven definitie 1s van Giorgi E3]‘ en is een ultbrei-
ding van de eerder gegeven machtreeksdefinitie,

Uit bovenstaand bewijs volgt dat F(A) als een polynoom in A met
scalaire cod8fficignten is te schrijven. Dit betekent niet dat F(Z) een
polynoomfunctie is: als we A varidren zullen de co&ffici¥nten van het
polynoom in het algemeen ook varidren. Wel kunnen we voor Z in een om-

geving van A schrijven

Voor de zo gevonden functies kunnen we nu een integraalvoorstelling

vinden analoog met de integraalformule van Cauchy:

(3) F(A)= 2qvi _( ££%gdz (integraal van E, Cartan),

waarin I deseenheldsmatrix voorstelt, en de integratie wordt uitgestrekt

over een stel in positieve zin doorlopen gesloten contouren in het com-

FV——
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'plexe vlak, die samen elke eigenwaarde (ongeacht de multipliciteit) var
A éénmaal omlopen.
/‘

Om (3) te bewijzen bedenken we dat (zI-A)—1=X(zI—B)—1X_ en

1 - | 1 . -1 -1 :
2'Wi:5f(z)(ZI—A) dz= X 5??T’§f(z)(zI—B) dz X~ ', Verder geldt voor

z¥}\§

z - A 4 Q.. 0O -1 ' {z._A}_q (Z.—A)~L__,_{Z_A)”
G _ o.. “um\“ “u\‘Z:A}-l
Y o L - o © ey

Hicruit volgt met de integraalformule van Cauchy direct (3).

Het voordeel van (3) 15 dat de normaalvorm van Jordan hierin geen
rol swneelt.

Cipolla [4:] heeft nog een uitbreiding van bovenstaande definitic
gegeven voor meerwaardige functics, door in elk blok een tak van f(z)
in de omgeving van A te kiczen; hierbij hoeft in verschillende blokken
met dezelfde A niet steeds dezelfde tak te worden gekozen! In dat ge-
val kan het resultaat afhangen van de keuze van X en behoeft geen poly-
noom in A te zijn. Voor F(A) worden dan alle waarden genomen, die bij
alle genoemde keuzcn behoren, inclusief de keuze wan toegelaten X,
Over de samenhang van deze waarden was men tot nu toe vaag.

Ann een voorbeeld demonstreren wij de definitie van Cipolla., Ncem

1 O)‘

1
n=2, f(z)=2z% cn A:(O ). Dan is X willekeurig niet-singulier. Als re-

10 -1 0 10 e e e ain
(O 4) , (O _1) en alle X(O _1)X ; dit laatste

vormt alle matrices met één eigenwaarde 1 en één eigenwaarde -1. De ge-

sultrat vinden we

vonden motrices zijn juist alle matrices waarvan het kwadraat A is.

. 1 S 1 & s . . . 1 0
Voor & #0 heeft (O 1) geen vierkantewortel in een omgeving van (O 21)

Trn cen vertakkingspunt gaat dit minder zoed. Neem weer n=2,
3 . (00 s 00
£(z)=2z°, maar nu A:(O O)' Als resultaat vinden we alleen (O O)’ hetgeen

niet alle matrices met kwadraat A zijn, immers b.,v. 0ty = 00 voor
00 00 :

alle complexe ©.

Nacr aanleiding hiervan vestigen we de aandacht op het volgende
verschijnsel, Neem weer n=2 en het polynoon 22; deze functie is gede-
00

00
de matrices (8 8) met t#£0. Het beeld van een open verzameling is dus

finieerd in dc hele MR2° Het beeld van MR2 bevat ( }, maar geen van
nict steeds open.

We komen nu terug op het limietbegrip. Het hierboven gebruikte
krijot men direct als men 21s norm van cen matrix A:(ajk) definieert

AN =max hﬁjk\, Als we den | A-Bil als afstand van A en B definigren,
JsK

wordt MRn een complete metrische ruimte. 0D grond daarvan beschikken we
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over een topologie; convergentie in deze topologle komt overeen met de
hierboven gedefiniecerde conve rgentie,

De norm voldoet aan de volgende eisen:
49 Al 2 0 en slechts dan =0 als A=0 (nulmatrix).
2% fiaall = VAL Al voor scalaire A .
39 ja+Bl € WAl + UBN .
Er zijn echter meer eisen diec we aan de norm willen stellen.
40 WaBl £ liad bl

Hieraan voldoet bovenstaande norm niet; wel echter als men hem met

de constante factor n vermenigvuldigt.

Gewenst, maar niet strikt noodzakelijk is de volgende eis:
HTil =1,

Hicraan voldoet WAl =n max Ja, | niet.

JskK

Fen andere manicr om normen te krijgen is de matrices op te vatten

als lineaire transformaties van een n-dimensionale complexe vectorruimte, i

Stel nu dat men een norm in die vectorruimte heeft, die voldoet aan

llxil 2 0 en slechts dan =0 als x=0 (nulvector).

laxit = TAN Iz voor scalaire A

Hx+yll € NxW o+ Hyuo,

Men definieert dan [JAH = sup axh = sup Aaxi . Deze voldoet

o o Hxlh =1 HxH
aap alle eisen 1° t/m 5
Het m?est voor de hand ligt het voor 1xil de unitaire norm
= o L 2N% . sl 5 A .
( Z_ Iy )" te nemen; dit leldt echter tot een weinig hanteerbare norm
3=1
voor de matrices (het is de vierkantswortel ult de grootste eigenwaarde
* L A * .
van A" A, waarin A~ de getransponeerde geconjugeerd oomplexe van & is).
Nemen we (x|l = max |x, dan is x i = max ce
f1xll = ° | P A 13Y \gg: 8 % k‘ Voor een
vaste J kunnen we argumenten van Xy 20 kiczen dat

n
llZl 2 5 X )= ZZ_] k};xk ; dit geeft HAall 2 n?x éf: Jk\' Daar ander-

n
zijds HA&ll € max ;Z;lajki trivisal is, vinden we in dit geval
i k=1

) all = max > ‘ajkt

J le="1
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=

Nemen we |xi| = > 1xj\, dan vinden we op soortgelijke wijze

Haw = max 2 {ag,l.
k J=1

Welke keuze we voor de norn maken 1s niet 2o belangrijk (mits deze
aan de eisen 1° t/m 50voldoet)J anangezien de resulterende metrieken
aegquivalent zijn (niet alleen de topologieén, maar zelfs de uniforme
topologieén zijn aequivalent, hetgeen van pelang is omdat we met uni-
forme convergentie zullen werken). Voor deze aequivalentie zijn trouwens
1° t/m 3° a1 voldoende. ‘ |

Het 1ligt voor de hand te trachten de theorie uit te brelden tot

Banach-algebras. Een Banach-algebra igs een ring, dile tevens lineaire

ruimte over de complexe getallen is, en waarin een norm Wall gedefi~

nieerd is, die voldoet aan

[V

lall 2 0 en =0 slechts dan als a=0.
taalh = 1AL Wall voor een complex getal A
Hasbll £ Hall + Upll .

labll & Hall lbil .

We zullen steeds veronderstellen, dat de Banach-algebra een ecen-
heidselement & heeft, waarvoor jlell =1 geldt.

We komen nu terug op de definitie van analytische functie. Even-
min als bij gewone analytische functies kunnen we beginnen met een 2l-
gemeen analytisch functiebegrip zoals dat van Welerstrasz; eerst moet
ecen beperkter functiebegrip gegeven worden om dan later de singulari-
teiten te beschrijven en eventueel op fTe nemen. Sommige gevallen van
Cipolle's definitie vallen niet onder de definitie die we nu zullen
geven (en waarbilj steeds F(I) een scalair veelvoud van I is).

Fen definitie met machtreeksen levert moeililjkheden op bij Analy-
tische voortzetting wegens de niet-commutativitelt van de matrixver-
menigvuldiging. Zo is Z niet te ontwikkelen in de omgevingovan een ma-

. o o . . i1
trix A die geen scalair veelvoud van I is. Immers ult Z= 'Z cm(Z—AV
M= ’

zou direct volgen dat Z met Z-£ dus met A verwisselbaar zou zijn., We

kiezen daarom een definitie, die eist dat een analytische functie lo-

caal een limiet van polynomen met constante scalaire co¥fficiénten is.
Een functie F(Z), gedefinieerd in cen gebied G in MR , heet ana-

lytisch als bij iledere L e G een omgeving O van A cn een rij polynonen

(met constante scalaire co&fficiénten) % PV(Z)} bestaat, zodat

1in P, (2)=F(2) uniform voor alle Z €O. )

kK= oo
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Lan een analytische functie F(Z) kunnen we nu een gewone complexe
functie f£(z) toevoegen, die cchter niet analytisch in de klassieke zin
hoeft te zijn, doch slechts locaal-an
gedefinieerd op een (niet noodzakelijk samenhangende) open verzameling
S in het complexe vlak heet locaal-anzlytisch, als zij in ieder punt van
S analytisch is., Een dergelijke functie is dus op iedere component van
S analytisch, maar op verschillcende componenten hoef?t f(z) niet bij de-
zelfde analytische functie te behoren.

Als nu F(Z) analytisch is in GC MR, ¢n AeG en als }Pk(z)} een rij
polynomen is, die in een omgeving O van A uniform naar F 7) convergeert,
dan zullen we bewijzen dat er een open verzameling S 1in het complexe
vlak bestaat, die alle ecigenwaarden van A bevat, en waarop de rij
. Pk(A)} uniform convergeert naar een, uiteraard locaal-analytische,
functie f(A). Verder geldt

F(2) = 1 jf()\)d)\

2 i Al-2

voor Z in een omgeving van A en voor een integratieweg die uit een aan-
tal gesloten contouren bestaat, die elk met hun binnengebied in S liggen
en samen alle eigenwaarden van 7 eenmaal in positileve zin omlopen, OnNgc-
acht hun multipliciteit, Door F(Z) en bovenstaande integraal is de lo-
caal-analytische functie f(z) ondubbelzinnig bepaald.

Omgekeerd als A& MRn’ als § een open verzameling in het complexe
vlak is die alle eigenwoarden van A bevat en als f(A) een locaal-analy-
tische op 8 is, dan geldt voor een integraticweg, die ult een aantal

zesloten contouren testaat, die elk met hun binnengebled in S liggen

en samen alle eigenwaarden van A cenmaal in positieve zin omlopen en voor

alle Z&iMRn die in een dusdanige omgeving van A liggen, dat alle eigen-
waarden van Z door de integratieweg eenm2al in positieve zin omlopen

worden, dat

2 i 21-2

1 gi‘()\)d)\

een analytische functie van Z is. Dc laatste bewering wordt bewezen met
behulp van de volgende stelling van Runge:

£ls V een open verzameling in het complexe vlak is, waarvan alle
componenten enkelvoudig samenhangend zijn en als f(z) een locaal-analy-
tische functie op V is, dan bestant er een rij polynomen Pk(z)§ zodat

li@a Pk(z)=f(z) voor alle z ¢V en zodat de convergentie uniform 1is op

glk compact deel van V.

Dit ge?eelte van de theorie is tot op zckere hoogte worBanach-alge-
bras te generaliseren. In plaats van de eigenwaarden van een matrix A

treedt dan het spectrum o (a) van eenelement a van de Banach-algebra B,

alytisch. Een complexe functie f(z),
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Dit spectrum (d.i. de verzanmeling van alle complexe getallen A Waarvoor
Ae=a geen inverse heeft) is een compacte verzameling in het complexe
vlak, Als we een analytische functie als boven definidren vinden we daar-
bi'j als boven een locaal-analytische functie, gedefinieerd in een omge-
ving van o (a). Ook krijgen we bovenstaande integraalvoorstelling. De
weg terug loopt echter mis op de volgende omstandigheid. Een klelne om-
geving van &' (a) kan componenten bezitten die niet enkelvoudlg samen-
hangend zijn en de hierboven gencemde stelling van Runge geldt niet als
de componenten van V niet enkelvoudig samenhangend zijn. Er 1is echter
een algemenere stelling van Runge, waarin de veronderstelling van enkel-
voudige samenhang vervallen 1is en waarbij de polynoﬁen vervangen zijn
door rationale functies met polen buiten V. Het verdient daarom aanbeve-
ling in Banach-algebras analytische functies locaal als uniforme limie-
ten van rationale functies te definigren, Het is mogelijk een voorbeeld
van een Banach-algebra te geven, waarin bij definitie van analyticiteit
met polynomen de functic 2_1 niet snalytisch is. Deze moeilijkheid
treedt bij matrices niet op omdat het spectrum dan uit een eindig aan-
tal punten bestaat.

Van bijzonder belang is de transformatile X_qAX, omdat, althans lo-
caal, de F(x~1AX) door F(A) bepaald is door F(X™ 'aX)=x"'F(A)X. Dit
brengt ons ertoe verzamelingen X‘qAX met vaste A en X variabel in MR;é
te beschouwen (vezels). Een voorbeeld van de hierbij opfredende eigenaar-
digheden is het volgende., Neem n=2, de vezel van I:(g 3) pestaat uit één

punt, de vezel van (g 1) verdicht zich echter bij I, want hij bevat
1€
(

o 4) voor alle complexe t£0,

Ecn ander begrip, dat misschien een rol zal spelen, 1s het begrip
sterk gebied. Een gebied G in MRn heet een sterk gebied als bij iedere

functie F(Z), die analytisch is in G, e¢en rij polynomen bestaat, die in
G naar F(Z) convergeren, en wel uniform in elk compact deel van G. Bij
iedere Ae_MRn en iedere omgeving O van A bestaat een sterk gebied G,
zodat Ae G <O,

Op het programma staat verder cen definitie van Riemanns oppervliak
voor natrices analoog met definitic van een gewoon Riemanns oppervlak,
Het is de bedoeling on bij zo'n Ricmanns oppervliak een z.g, spectraal
oppervlak te defini&ren dat een (eventueel niet samenhangend) gewoon
Riemanns oppervlak is, dusdanig dat er een correspondentic bestaat tus-
sen de analytische functies op het Riemannse oppervlak en op zijn spec-
trale oppervleak analoog met de locale correspondentie die hierboven is
geschetst tussen een analytische matrixfunctie en een locaal-analytische
functie opfhet spectrum,

De volledige analytische voortzetting van een matrixfunctie wordt
nu met behulp van het Ricmannse oppervlak gedefinieerd en geeft dan een’
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uitbreiding van Cipolla's definitie. In het seval van de functie W= 7,
zullen dan werkelijk alle oplossingen van de vergelijking WQ:Z worden
teruggevonden. (bij Cipolla ontbhrak bijv. de waarde W:(g g) bij Z:(g g)§,
flgemener kunnen we de vreag stellen of alle oplossingen (Z,W) von
cen algebraische vergelijking F(Z,W):O met de nevenconditie ZW=WZ uilt
de algemene analytische functie voortvloeien., Dit blijkt niet steeds
het geval te zljn; er 73 jn oplossingen, samenhangende met meervoudlige
punten van de algebraische kromme, die niet in onze theorie kunnen wor-

den opgenomen,
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Colloquium matrixfuncties 19551956

2 O,l,V.
Prof. Dr N.G., de Bruijn

Tweede voordracht

door

Dr W, Perenans
24 Qctober 1955

We beschouwen de matrixruimte MRn met de normdefinitie

n
Hall = m§x éz; \ajk\ als A:(ajk) eMR_. Deze norm voldoet aan de eigen-

schappen 4° t/m 5O van blz.5, zoals blijkt uit de wijze, waarop deze
norm daar verkregen is of ook docr directe verificatie. Bovendien vol=~
doet deze norm klaarblijkelijk aan de volgende eigenschap:

6°  max |a Al €nomax la. |, als 8=(a..).
i,k 12l =1 ik 12 Jk

Door de afstand van A en B te defini&ren als |[|B-A|| wordt MR, een
metrische ruimte. Convergentie en uniforme convergentie in MRn correspon-
deren op grond van 6° met convergentie en uniforme convergentile van de
matrixelfﬁfnten: als t in een willekeurige verzameling varieert,

m ) . . :
Am(t)=(a°k(t>) en A(t):(ajk(c)), gan geldt m%;@y@ Am(t)zA(t) uniform in
t dan en slechts dan als 1lim a,ﬁ (t)=2,,(t) uniform in t voor
. ‘ mn— oo J J
J,k:”],...,l’l.

Verder is AX ( X complex, X EMRD) een continue functie in A en X
samen; X+Y en XY (X,Y‘&th) zijn continue functies in X en Y samen. Dit

1)

als aJk~O voor >k en diagonaal als a ~O voor j#k. Voor een diagonale

volgt direct uit 6°.
(a k) €MR_ heet supertriangulair als a5y =0 voor j zk, triangulair

matrix (ajk) gebruiken we het symbool [aqq,.. ’ann] Een element van
MR heet niet-critiek als het n verschillende elgenwaarden heeft, anders
CPltlek. Als A niet-critiek is, is er een XéiMR , zodat X “Tax= [Aq,.,. AJ i
waarin AVP..n, A de eigenwaarden van A zijn.
-1

Ev
We schrijven A =X" AX voor A €MR_, X €MR . Dan is (AX Yo p%Y,
X X X I

(A+B)"=A"+B ("\A) = AA aten (oppassfen° Mc Dufzee gebruikt A in de

betekenis wan A 1), Uit AX B volgt B =A, ult A B volgt A=B, uit

a¥oa¥ volgt niet ¥=Y. Uit lim A _=A volgt RELS ak X

_____________ m - o0
1) Wordt ook wel superdiagonaal genoemd.
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N .
Als P(z)= :E;_CJZJ een polynoom met constante complexe co8fficibn-
j=

ten is, heet de functie P(2Z)= i%;_Cij een polynoom. Er geldt
p(aX)=p(s)*

De metriek in MRn impliceert een topologie, en dus het begrip open
verzameling,

Een samenhangende open verzameling in MR heet een gebied (in MRD).
Als A.eMBn, dan heet een open verzameling in MRn’ die A bevat, een om~
geving van A.

Een functie F(Z) gedefinieerd op een deelverzameling van MRn en net
functiewaarden in MR heet een matrixfunctie.

Als F(Z) een matrleunctle is en A een punt van de definltieverza-
meling ¥ van F, dan heet F analytisch in A, als er een omgeving O van
A en een rij polynomen P (Z is, zodat 0 ¢ ¥ en zodat lim P ( Z)=F(Z)
uniform voor alle Z &0, Een op een open verzamehﬁgG‘gedeflnleerde ma-
trixfunctie F(Z) heet analytisch, als zij analytisch is in elk punt van
G.

Als F(Z) een matrixfunctie is gedefinieerd op een gebied G, dan
heet F sterk analytisch als er een rij polynomen i Pm(Z)} is, zo dat
voor alle Z €G geldt F(Z)= 11m P ( ) en zo dat deze convergentie uni-

form is in elke compacte deelverzamellng van G,
Een gebied G heet een sterk gebied, als iedere op G gedefinieerde

analytische functie sterk analytisch in G is.
Als F(z) een functie is van een complexe veranderlijke met functie-
waarden in MRn, dan kan j’F(z)dz gedefinieerd worden, als C een weg in

C
het complexe vlak is, waarop F(z) gedefinieerd en continu is. Dit kan

op twee manieren geschieden, n.l. door de integratie voor elk matrix-
clement afzonderlijk uit te voeren of ook rechtstreeks door een defini-
tie als limiet in de zin van de matrizmetriek van approximatiesommen.
Op grond van het feit dat optelling ven matrices en vermenigvuldiging
van een matrix en een scalar elementsgewljs geschledt en op grond van
eigenschap 6° zijn beide definities aequivalent. Verder gelden de vol-
gende elementaire stellingen over integralen: de integraal van de som
van twee functies is de som van de integralen van de twee functies, de
integraal is additief t.o.v. verknipping van de integratieweg in een
eindig aantal stukken, j-oLF (z)dz= c&dfj?(z)dz voor constante scalaire

o, Ufﬁﬁ‘ )B dz= A(Jﬁ dz B voor constante matrices A en B, specilaal

_J(F(z)) dz:(j- . Tenslotte als %gm F )=F(z) uniform voor
m co N

z €C, dan geldt j’ dz—r33260~me(z)dz.
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Stelling 1. Als P(Z) een polyncom is en A &MRn, dan geldt

P(A)= — [P(z)(zl-;&)—q az,
2 i
W
als W een integratieweg is, bestaande vit één of meer gesloten contouren
die samen iedere eigenwaarde van A (ongeacht haar multipliciteit) één-
maal in positieve zin omlopen,

Opmerking: De matrixelementen van P(z)(_zI~A)'/I zijn rationale func-
ties van z, waarvan de noemers in de vorm det (zI-A) kunnen worden ge-
bracht en die dus geei. andere polen kunnen hebben dan de eigenwaarden
van A,

Bewijs: We schrijven P(z)-P(w)=Q(z,w)(z-w), waarin Q(z,w) een poly-
noom in twee veranderlijken is. Omdat zI en A verwisselbaar zijn geldt
P(zI)-P{A)=Q(2I,A)(2I-A), dus P(z)(zI-A)“1=P(A)(zI—A)“q+Q(zI,A). Verder
geldt ?iﬁf' Q(zI,A)dz=0, omdat ieder matrixelement van Q(zI,A) een po-
lynoom in z is. Dus E;ﬁf z{P(z)(zI—A)"qdz=P(A) EQEE— %-(zInA)—qdz. Het
is dus voldoende te bew: jzen:

T =1 ~{(21-A)‘1 dz .
T

Er is een X EMR;&, zoda“ A:BX en B in de normaalvorm van Jordan. Verder
5 ( (ZI—A)ﬂqu= —;;T j’(zI—B)"ﬂdz}X, Het is dus voldoende te be-
271 271§
wijzen

=y

T =1 _{ (z1-B)"" 4z ,
211 4

wnnpin B de normaalvorm ven Jordan heeft. Dit is echter duidelijk op
grond van de op blz. 4 bepaalde gedaante van (zI—B)"q,

In plaats van op de nuvmaalvorm van Jordan kan men zich bilj het
bewijs van stelling 1 bercepen op de volgende omstandigheden:

1°. Voor niet-critieke masrices is het bewijs gemakkelijk, omdat deze

in diagonaalvorm zijn “e transformeren.

\
(9]

Y, T-dere matrix is in een triangulaire matrix te transformeren.

D

)

. Tedere triangulaire mzirix is limiet van niet-critieke matrices.
We behandelen nu enige hulpstellingen.

%
Hulpstelling 1. MRD is e=n gebied,

. . He . . . . .
Bewijs: Dat MRn rpoen is 7olgt direct uit het feit dat de determi-

nant van een matrix ec: continte functie van de matrixelementen is en
. 3 .
dat de elementen van NRn de matrices zijn, waarvan de determinant #0 is. .
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Om aan te tonen dat MR;é samenhangend is, verbinden we een wille-
keurige A EMRY:k door een continue kromme binnen MRAK met I, Laat
Xq,..., As de eigenwaarden van A zijn en laat 4§(t) (O£t £1) een con-
tinue kromme in het complexe vlak zijn met +(0)=0, ¢ (1)=1 en die niet

w A

gaat door de punten —- als Aj¥1 (j=1,...,8 ). Wor eventuele Aj=1
A,

wordt niets geeist. De matrices A+«?(t)(I—A) vormen een continue kromme
in de matrixruimte, die A met I verblindt. De eigenwaarden van
A+ g (t)(T-8) zign A+ @(£)(1- A)) 40, dus A+ @(t)(I-4) &R

Hulpstelling 2. Als A.EMRD en als T een open verzameling in het
complexe vlak is, zodat alle eigenwaarden van A in T liggen, dan 1s er
een omgeving O van A zodat voor ledere Z €0 geldt dat alle eigenwaarden

van Z in T liggen.

Bewljs: Dit volgt ult de continuiteit van de eigenwaarden als wor-
tels van de karakteristieke vergelijking als functies van de matrixele-
menten,

Stelling 2. Laat A eMRn de verschillende eigepwaarden Aﬂ,...g AS
hebben en laat F(Z) analytisch in A zijn. Stel dat iPm(Z)> een rij po-
lynomen is, die in een omgeving O van A uniform naar F convergeert. Dan
is er een open verzameling S in het complexe vlak, die Aq,.,., AS be -
vat, zodat %Pm(z)} vVoor z €3S uniform convergeert naar een locaal-
analytische functie f(z). Voor elk stelsel in S gelegen in positieve zin
doorlopen contouren Wj om Aj'(j=1,...,s), waarvan ook de bigpengebieden
tot S behoren, bestaat een omgeving 0¥ van A zodat voor Z €0 geldt, dnt
de eigenwaarden van Z binnen de Wj liggen en

(1) F(z) = 2 1 f f(z)(.zl-z)‘1 dz.

j=1 2Ti

J
e (X
is F(Z)=( [f(g1)""’f(zn)] +{1) , waarin K, supertriangulair is. Als
K=0, dan is K1=O,
Als Sq een open verzameling is, die Aq""’ AS bevat, fq(z) een

?&-
Als Z&€0 "  en Z=( [ 'ERRRY ZIJ +K)X, waarin K supertriangulair is, dan

locaal-analytische functie gedefinieerd op S,1 en wqj (j=1,5...,8) een

stelsel in S,l gelegen in positieve zin doorlopen contouren, waarvan ook
de binnengebieden tot 81 behoren err waarvoor geldt Aj binnen ij(5=1s°"fs)}

dusdanig dat er een omgeving Oi* van A bestaat, zodat voor Z éOq*'geldt

dat de eigenwaarden van Z binnen ij liggen en
(2) F(z) = 2 = [ r(e)(z1-2)7" a2,
1J

‘dan 1s er een open verzameling S, in het complexe vlak, die zlqs..., Ag
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bevat, zodat voor z &S, geldt f(z):fq(z),

Bewijs: Allereerst merken we op, dat als C een gesloten contour is
en g(z) analytisch op en binnen C en Z een matrix waarvan geen der eigen-
waarden binnen C ligt, _f g(z)(zI—Z)_qdz=O, immers ieder matrixelement
van de matrix g(z)(zI—Z)gq is op en binnen C analytisch. In de in de
stelling genoemde integralen mogen we dus de integratiewegen verschulven,
mits we daarbij geen elgenwaarden van Z passeren,

Voor complexe t is A+tI een continue functie van t; er 1s dus een
re€le @ >0 zodat voor )t[< @ geldt A+tI €0, Voor S nemen we de open
Verzamellng van die complexe z, waar een ,A bij bestaat zodat |z- A l<e .
Laat X eMR zo gekozen zijn dat A= B en B trlangulﬁlr is, (B behoeft
niet in O te liggen). Dan is Pm(A+tI)=(Pm(B+tI))X. Verder convergeert
{Pm(A+tI)} uniform in t naar F(A+tI), dus convergeert {'Pm(B+tI)} ook
uniform. Voor Jj=1,...,m komt P ( AL +t) ergens als element van de hoofd-
diagonaal van P (B+tI) voor; dus convergeert %_Pm( Aj+t)} uniform in t,
Dus -{Pm z) } convergeert uniform in S naar een locaal-analytische func-
tie £(z).

Hieruit volgt nu ook direct dat als Z EO en als
Z=( [Z,”I""’gn] +K , dan F(2Z)= [ 3,] ,...,f(;n)H{,‘)X, waarin K, su-
pertriangulair is. Als K=0, dan is K1=O.

Laat nu Tj het binnengebied van de contour Wj zijn en T= k) T‘,
=
dan is T open, T CS en Aq eT voor J=1,...,5. Op grond van hulpstelling

2 is er een omgeving O2 van A, zodat voor ledere Z-c02 geldt dat alle
eigenwaarden van Z in T 1iggen Noem O O(\Oe. Kies een Ze;O , dan is
H(zI—Z)“qu voor z €W,
en dus begrensd. Omdat verder W, in S ligt is %_Pm(z)(zI-Z)'q} uniforn

convergent voor z €Uy met limiet f(z )(zI—Z)_q. Op grond van stelling 1

een continue functie op een compacte verzameling

geldt nu, bij vaste 7e0"

=
F(Z)= 1im P (2) = lim > _
m— oo M mn-2 o0 j=1 2171

%’ Pm(z)(zI—Z)'qdz =

J

We kiezen nu contouren w2j om A}jdie geheel binnen Wj en wqj 1ig-

gen., Als O3 een omgeving van A is zodat voor 2?603 geldt dat alle ei-
genwaarden van Z binnen de ng liggen, dan geldt voor 2 604=O*5\O?1\03
zowel (1) als (2),

S

0= > 1 J (£(z)-r,(2))(2z1-2)"" dz (2 €0y).

T4 2771
j=1 sz
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We kiezen nu als boven een regel getal €1>‘3 zodat voor {t! < 64 geldt

A+tT eoq, dan is

0= 5 | (r(z)-t () (zI-(B+eT)) T 0z (IEl<gy)
- j,___/‘ Eﬁi ng 1 ! ’

dus voor een 'Akf door van de matrices in beide leden slechts één dia-

gonaalelement te bekijken, zien we dat

0= zsl 1 j f(.z)“f/\(z)

dz=f( /\k+t)—f1( Ak+t) (k=1,...58).

Voor de open verzameling 5 bestaande uit de complexe getallen z, waar
een k bij bestaat zodat {z Ak\ < @4 geldt f(z)=f ( . Hiermee is het
bewijs van stelling 2 voltooid.

Hulpstelling 3 (Runge-Montel) Als S een open verzameling in het

complexe vlak is, waarvan alle componenten enkelvoudig samenhangend

zijn en f(z) een op 8 gedefinieerde locagl-analytische functie, dan is

er een rij polynomen {P (z)} zodat ml%m (z)=f( ) voor z €S en zo-

dat de convergentie uniform is in elk Compact deel van S (zie P. Montel,

Legons sur les séries de polynomes 3 une variable complexe, Paris 1910) .
Hes bewijs van deze hulpstelling slaan we voorloplg over.

Stelling 3. Laat S een open verzameling in het complexe vlak zijn
met s conponenten G,,...,Gy en laat s &n zijn. Laat f(z) een locaal-
analytische functie op S zljn. Laat VvV, ,..., Vg natuurlijke getallen
zijn met V¥ +...+ ¥ =n. Noem H(G 1v“...GSQ“)(afgekort H) de collectie
van alle elementen van MR met vj eigenwaarden 1in GJ (j—ﬂ,...,s)° hier-
bij wordt elke elbenwaarde met haar algebrafsche multipliciteit geteld.
Dan is H een gebiled. Als Z ¢H en WJ voor j=1,...,8 een contour in G
waaprvan het binnengebied tot GJ behoort en die de in G gelegen elgen—
waarden van Z {ongeacht hun multipliciteit) eermaal in pos1t1eve zin
omloopt, dan is

%: 1§ r(z)(zz-2)"" az
= 7

T1 R
d

\

bij gegeven Z onafhankelijk van de keuze der contouren W,. De op grond
hiervan docr f(z) ondubbelzinnig bepaalde matrixfunctie F(Z), gedefi-
nieerd docr

(53}
—~
T

S
)= :Z; 2;1 .j f(z)(zI—Z)'/| dz,

J=1 .
3

&

is analytisch in H.
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* X . _
Als AeH, NeMR_, X€MR~, A=( [d,,q,”a,ogn]m) , N nilpotent en ver

wisselbaar met E*ﬂ""’ dﬂl , dan is

Bewijs: De onafhankelijkheid van de keuze van Wj is al in het be-
wijs van de vorige stelling aangetoond. Neem nu een A&H en contouren
W, (behorend bij A) als in de stelling vermeld. Neem verder een stel
cirkelomgevingen van de elgenwaarden van Aq die met hun rand geheel bin-
nen de W, vallen; noem de zo ontstane open verzameling T. Op grond van
hulpstelling 2 i1s er een omgeving 01 van A zodat voor Z 601 geldt dat
alle eigenwaarden van Z in T liggen en dus een kleinere omgeving O van
A zodatwor Z €0 alle eigenwaarden van z in T liggen. De functie
H(ZI~Z)—1%) voor z ewj en 7 €0 is cen continue functie van z en Z samen,
op een compacte verzameling gedefinieerd, en dus begrensd. Verder geldt

voor Z €0

_ g oy
F(Z)= g e J f(z)(zI-2)"" dz.
Y5
Op grond van de stelling van Runge-Montel is er een rij polynomen

{Pm(z)} zodat 1lim P_(z)=f(z) voor z €T en zodat de convergentie uni-
m-—> o0 m
form 1s in ileder compact deel van T, Er geldt dus ook dat
lim Pm(z)(.Z'T_—Z)"/Lf(z)(zI—Z)—/l uniform voor z ewj en Z €0. Dus op

m—2 o0

zrond van stelling s

S
F(Z)= lim > -— me(z)(zz-z)'1 dz= lim P _(Z), uniform in Z
Y5

m->o0j=1 2Tl msocoe M

voor Z&O0O, Dus is F(Z) analytisch in A,

Er moet verder bewezen worden dat H een gebied is. Dat H open is
volgt uit het felt dat de eigenwaarden van een matrix continu afhangen
van de matrixelementen. Om de samenhang van H te bewijzen, moeten twee
punten A en B van H door een kromme worden verbonden, Daartoe transfor-
meren we eerst A en B in supertriangulaire vorm (hetgeen door continue
overgang mogelijk is omdat MRa* samenhangend is (hulpstelling 1))en ver-
volgens door continue overgang de twee supertriangulaire in elkaar,

Als N nilpotent is (dus zeker N"=0), B verwisselbaar met N en

¢ ¥ - —— -
BEMR , dan geldt B-NeMR_ en (B-N)"'= > n'B (h+1) " 5imers

n-1 n=11 1
(B-N) g (+1)_ 57 hph S et - (he)_ g ynpenp
g@_ B0 =y
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=1 7 & 1 £(z) dz &

= [qu 2wl é (- )00 A
j

a4 h (T e(n) - o(n) X

(% h"‘l"N \_f (d"q):v--’f (Okn)])

het bewijs van stelling 3 voltooid.

il

il

M A7
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Colloguium Matrixfuncties 1955-1956

0.,1.Vv,
Prof. Dr N.G. de Bruijn

Derde voordracht

door
Prof. Dr N.G. de Bruiljn

4 Wovember 1955

De bedoeling van deze voordracht is om aan de hand van bijzondere ge-
vallen te laten zien hoe men met de integraalformule van Cartan kan

opereren, We beschouwen in het bijzonder de logarithme van een matrix,

De functie eX is voor alle XléNmn gedefinieerd door de convergente macht-
reeks 5

e=I+—2]—{T+'}ET+'—T+.o- 3

we stellen nu de vraag naar matrixoplossingen van de vergelijking exzﬁ.
Daar men gemakkelljk constateert dat eX,e_X=I 18, 1s het duidelijk dat

eX=A onoplosbaar is als A singulier is., Dit sluiten we dus verder uit.

We zullen ons nu nilet bezighouden met de vraag of de methode van Cipolla
alle oplossingen levert. We bekijken slechts die functiewaarden die nog
met de integraal van Cartan kunnen worden beschreven, nl. de functie-~
waarden die (zie blz. M4) ontstaan door in blokken van A die bij een-
zelfde eilgenwaarde A behoren steeds dezelfde tak van log z te kiezen.,
We vragen ons nu af of de integraal van Cartan werkelijk oplossingen

van de vergelijking levert.

Laat in het complexe vlak W een positief georiénteerde gesloten contour
zonder dubbelpunten zijn, die de ocorsprong niet insluit, en D het gebied
binnen W. Binnen en op W kunnen we een tak van log z kiezen. Laat H(D)
de verzameling van alle matrices in MRn zijn waarvan alle eigenwaarden

in D vallen, Dan defini&ren we

(1) L = ?%FT V(log z(zI—A)_/I dz (A eH(D)).

W
We kunnen nu op verschillende wijzen argumenteren dat A:eL is.
Eerste bewijs,(Dit heeft het bezwaar dat het niet tot Banach-algebra's

te generaliseren is).
Op grond van de op blz, M12 aangegeven argumenten kan men zich tot niet-
critieke A beperken, en dus, na transformatie, tot diagonale A, Daarvoor
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is L=eA triviaal, want op elke diagonaalplaats komt de logarithme van
het getal op de corresponderende diagonaalplaats van A te staan.

Tweede bewljs. Het bewljs dat het meest in de 1ijn van onze analytici-
teitsdefinitie ligt, berust op de omstandigheid, dat een samengestelde
functie £(g(z)), waarin f en g limieten van polynomen zijn, zelf ook
limiet van polynomen is, terwijl anderzijds (ruw gesproken) Pn(z)—% Z
impliceert dat Pn(z)._;z. We zullen deze procedure nog nauwkeurig bestu-
deren in het algemene geval, en daarom hier niet uitwerken.

Derde bewijs. We passen de stelling van Runge toe, en approximeren
log z met een rij polynomen Pn(z) uniform in D+W. Dérhalve is Pn(A)——eI“
Verder convergeert bij vaste k (k=1,2,3,...) Pn(z)kuniform naar log z,

en Pn(A)k naar L% zodat wegens

P () = e Van(z)k‘ (z1-2)"" 4z (S£.1 blz.M12)
i
gevonden wordt
(2) X = i erogkz (z1-2)"" az (k=1,2,...).

We berekenen nu eL door toepassing van de machtreeksdefinitie en verwis-

seling van sommatie en integratie:

L §—°1 4 . % ~1'1510gz -
e = E . T 55T \y log™z (zI-A) dz = FT) © (ZI—A)‘EZ

Weer door toepassing van st.1 zien we nu dat eL=A is,

Dit derde bewijs heeft het nadeel dat het gebruik maakt van de overal
geldige machtreeksontwikkeling van ez, en dus niet in alle soortgelijke
situaties van toepassing is.

Vierde bewljs. Dit maakt geen gebruilk van de stelling van Runge, en ove-

reert slechts met Cartan-integralen. We achten eL gegeven door de formule

(3) el e (31-1)"1 an;
=7 )

de equivalentie met de machtreeksdefinitie blijkt gemakkelijk door reeks-
ontwikkeling van e (vgl., ook st.2 blz. M13). W' is bv. een positief
georienteerde cirkel die alle eigenwaarden van L insluit.

We bewijzen nu een integraalformule voor (h I—L)’,‘° Is } 2| voldoend

groot, dan geldt (AI-L) = A—1+-A_2L+~A'3L2+..., zodat volgens (2) geldt

(AI—L)_1= g%?f &g (A"1+;h—210g z +.,,)(zI—A)_1 dz =

_ A J‘ 1 -1
= ey ) ST Tor Z (zI-A)™' dz.
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(Door analytische voortzetting kan nu de restrictie "|Al voldoend groot"
worden vervan en door ") buiten het becld van W bij de functie log 2z
doch daar e? overal analytisch 1s, i1s dit hier niet nodig).

Substitutie in (3) levert

-1
eLz____l.__j @Mfiz_l_—_fx_)__d“
W

(2771)2 A=-log z

-1 (s dzj e
(27 1) Y A-log z

De achterste integraal levert volgens de formule van Cauchy (W' is zo
groot dat log z (z€ W) er binnen ligt) 2771 el08 Z_ o271 z op. Door toe-

passing van stelling 1 vinden we dus weer eL=A.

an.

Het gebruik van de stelling van Runge (voor het bewijs van (2))
laat zilch vermijden door toepassing van de formule

(4) gj?_iff(z)(zz_;\)““ 8z . poe fg(z)(zz-;\)'“ dz=

W W
- f( (z1-2)"" az
2771

(die ook geldt als er elgenwaarden van A bulten, doch niet op W liggen).
We zullen deze formule thans echter niet bespreken (zij volgt natuurlijk
direct uit de stelling van Runge~Montel, maar dat is de bedoellng niet).

Ts een matrix A gegeven, dan kunnew er verschillende contouren W
worden gekozen die alle cigenwaarden van A één keer positief omlopen, en
0 niet omlopen; d.w.z. er zijn verschillende mogelijkheden voor W die
voldoen aan A€ H(D). Daarbij kunnen verschillende waarden van L behoren.

We kunnen al deze waarden het eenvoudigst beschrijven door slechts
over residuen te spreken., De functie log z is, na een in één punt gemaak-
te afspraak, als eenwaardige functie binnen W volledig bepaald, zodat
ook de waarden voor log A j vastliggen ( )1,q.., Ak stellen de verschil-
lende eigenwaarden van A voor).

/ Laat omgekeerd /m%,...,/ak willekeurige oplossingen van

)1,...,e =;Ak zijn. Dan kunnen we de contour W en daarbinnen de
tak van log z z4 kiezen dat log z in de A.'s juist de corresponderende
/At s als waarden heeft. Dit laat zich bijvoorbeeld bewijzen door uit te
gaan van een situatie wasrin de )\ s alle in het rechterhalfvlak liggen,
en log z de hoofdwaarde heeft. Vervolgens schuiven we de A 's stuk voor
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stuk weg: zolang we A schuiven langs een kromme waarop geen andere A 's
liggen, kunnen we de contour W zo voor ons uitduwen, dat W nooit een A
overschrijdt. (Met andere woorden kan het resultaat als volgt worden
ultgedrukt: Wordt (1) geinterpreteerd met een W die uit wverschillende
buiten elkaar gelegen contouren bestaat, dan kan dat stelsel door één
enkele contour worden vervangen, Dit is 1n Banach-algebra's niet meer
algemeen waar; daar 1s dus de definitie van L met meerdere contouren
wezenlijk algemener).
Volgens de residustelling is
2k -1
L=y ) (Residu in A, van log z . (2I-2)7),

J:

waarbij bij 7\3 de tak van log z is gekozen die in A j de waarde /4%

heeft. ,
We bestuderen nu even het VGPSChll van twee L's bi] verschlllendc
3 5 - u. an
keuggn van de M 's. We kiezen /4% —/&H+277i,//u. = 3eses /Aék. Dan
is I -I=27/1, Residu in A van (zI-A)~
Laatstgenoemd residu 1s een z.g. projector Iq. Deze projectoren

hebben de eligenschappen

a) I=I, +...+1

1 K’ b) 111j=1,11=o (i#3) » ¢) I.01.=1., d) I;A=AL,

J JJ d

Formule a) volgt door st.1 (blz.M 12) toe te passen op het polynoom 1.
Formule b) bv. als volgt

_'“’_’éfﬂzj . =

2771) (zI-A)(wI-A)

_ 1 J" »f 11 1
TETDE 5 0 )dz'dw vz (zrx ~ s
14 /2

De integratiewegen liggen geheel buiten elkaar, Bij de cerste term uit
de laatste ultdrukking levert de integraal over w nul op. Voor de tweede
term verwisselen we de integratievolgorde, en dan blijkt de integraal
over z nul te zijn. Een ander bewijs voor b) volgt uit de opmerking dat
(4) ook geldt als W een stelsel bulten elkaar gelegen contouren is.

Formule c¢) is een bijzonder geval van (4) (f(z)=g(z)=1).

Formule d) is een bijzonder geval van de stelling dat elke Carton-
integraal \Sf(z)(zI—A)-/l
coefficienten), maar kan overigens ook uit (4) volgen.

Uit laatstgenocemde stelling volgt bovendien dat twee L's die bij
verschillende stelsels ,lé behgrenﬁﬁverwisselbaar zijn. Zijn dus L

La-L
L, zulke waarden, dan is e e (e 2)_1 —an”

dz een polynoom in A is (met van A afhankeliljke

p en
=T, Dit verifieert mocn

overigens ook met de projectorenformules a),b),c). Beschouw daartoe
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CXD {2//1(m111+,,,+mk1k)§ , met gehele getallen M, ... My .

. o sas A , :
Dit berekenen we volgens de machtreeksdefinitie van ¢, en alle machtuin

werken we uit:
5] 8 ) S
(maI, Foootm I)7 = m,TI, 4o i T

Derhalve is

exp {2771 (m,ll,]+.,.+mklk)} = T+(e =) T, +(e

We gaan tenslotte cens na hoe L zich gedraagt t.o.v, de matrixope-
raties inverteren, transponcren en complex conjugeren, die we hier resp.
met I,T,C aangeven, Deze operaties zijn involutorisch en onderling ver-
wisselbaar ((AT)T=A, ATI=AIT, etc.). We leggen nu de contour W vast door
de afspraak dat aan het argument van alle 72 's de hoofdwaarde wordt gu-
geven; met dien verstande dat )} 's op de negatief regle as het argument
+ 777 krijgen. De waarde van L dic zo onstaat noemen we de hoofdwaarde
Log A. Door in de formule voor Log A overal te transponeren, vinden we

, /////’“ Log AT=(Log 2T, we zullen verder
W/ T ..C

met W™ ,W~ rcsp. de wegen bedoelen
die z~| resp. z beschrijven als z dc
weg W beschrijft. Met -W bedoelen

we W met omgekeerde orientatile, Ook

\EJ

gebruiken we de algemene formule

£(z) dz = £(z) dz ,
J,

‘\\\\\\m v W

die bv. door parametervoorstelling van de integratieweg blijkt.

We vinden nu
C
(5) Log(A)=

‘f log z .(ZI--AC)'/1 dz= h{ log z(zI-A)'q dz .,
2773y Y/

--wC omsluit weer alle eigenwaarden, en kan door deformatie in W worden
overgevoerd als A geen negatieve eigenwaarden heeft. In dat geval is
dus Log(AC)=(Log 2)°.

Vervangen we in (5) A door AI, dan blijkt

CIy _ 1 zA dz
Log(A™") = z7g f tog z . et % -
_WC

Trekken we hijervan T j'log z,z—qdz=0 af, dan komt er

1 I dz
“‘—enifclogz-m Z
=W
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hetgeen na substitutic z= 271 overgaat in

i Jh log 7 1 ax.
21 J 1 A-3 T

Gemakkelijk is na te gaan dat W steceds in WCI kan worden getrans-

formeerd zonder over eigenwaarden hecn te trekken. Derhalve
Log (ACI) = - (Log 8)C.

Onder de restrictie dat A geen negatief re8le eigenwaarden heeft,
vinden we ult Log(AC)=(Log A)C nog dat Log ale ~-Log A, Dit volgt ook

direct uit de formule

I 1 B -1
Log A= - 5= J‘I log z(zI-A)" ' adz,

-W

dic men op soortgelijke wijze als de bovenstaanden bewijst.
We kunnen een kleine variatie aanbrengen, door aan de A 's tussen

W, 0 en -1 het argument 77 , en die tus-
sen -1 en - 0 het argument - 77 toc
7 te kennen. Daarbij sluiten we het -
\ PN val dat -1 een eigenwaarde van A 13,
S— uit. We kunnen nu W zo kiezen dat

We-W'. Nocmen we L in dit geval LOG .,

dan geldt
1o¢ A'= -ToG A ( A en A+I regulicr).

Bovenstaande resultaten kunnen worden gebruikt om stellingen over
exponentigle representatie van mefrices te bewlijzen. Bijvoorbeeld:

AAZ=T "f_:}f A:elR (R regel) ,

want Log A = Log Al -(Log A)Y, dus 1 Log A reéel,

Ock dit: Is A orthogonaal, A+I regulier, dan A:es, waarin S scheef-
symmetrisch is (S= -ST), Want 10G A = LOG A'l=(1oa¢ AT)T= —(zoc &)T. 1s
A bovendien refel, dan zijn er in het geheel geen negatieve eigenwaar-

den, zodat LOG A=Log A, en dus

It
°1y = -Log a'= -roe A'= oG A.

(roG ) = (Log A)C= ~{Log A
Derhalve is dan S reéel,

Literatuur: .
N.G. de Bruijn en G. Szekeres, Nieuw Archief v.Wisk. (3) 3,20-32 (1955).
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Colloguium Matrixfuncties 1955-1956
o,1.v,

Prof.Dr N.G. de Bruijn
Vierde voordracht

door

Dr C.G, Lekkerkerker
18 November 1955

Reeds eerder is opgemerkt, dat de nxn matrices (n een natuurlijk
getal), bij geschikte normdefinitie, een Banach-algebra vormen, In deze
voordracht zullen we een beknopte behandeling geveﬁ van de theorie der
Banach-algebra's. We beginnen met nog eens de definitie van het begrip
Banach-ruimte op te schrijven, Met 4 , 4 zullen we steeds complexe ge-

tallen bedoelen,
Een BRanach-ruimte B is een lineaire ruimte over de complexe getal-

len, waarin een norm ftail gedefinieerd is, die voldoet aan

1. ltalt 20, itall =0 slechts dan als a=0
2. Hlaall = 121 Jlall
3. Ha+bllgllall + liol
"4, B is volledig t.a.v. de metriek d(a,b), die we in B krijgen
door te stellen d(a,b)=|la-b}l.
Laten eens B en C twee Banach-ruimten zijn. Onder een transforma-
tie van B in C zullen we steeds verstaan een eenduidige afbeelding T
van B in C, Is in het bijzonder C het complexe vlak, dan heet zulk een
transformatie een functioneel op B. De transformatie T heet lineair als

geldt
(1) T(a+b) = Ta + Tb, T(ra) = A(Ta)
en beperkt als er een constante k>0 1s, zodanig dat

(2) lrall < w. llal) voor a ¢ B

(de eerste norm in C genomen, de tweede in B). De kleinste k, waarvoor
(2) geldt, heet de norm van T en wordt geschreven [|T] .

We beschouwen nu de verzameling A der beperkte, lineaire transfor-
maties van een Banach-ruimte B in zichzelf, Voor TEA en S EA definié-

ren we transformaties T+S en AT d.m.v. de relaties

(T+S)a=Ta + Sa, resp. T( Aa) = A(Ta);

)

dan behoren T+S en AT ook tot A en is A een lineaire ruimte over de
complexe getallen. Verder defini&ren we j}T}}g voor T £ A, op de hierbo-
ven genoemde wijze. Men ziet gemakkelijk in, dat dan aan de eisen 1,2,3
voldaan 1is. We laten zien, dat A ook volledig is, en dus een Banach-

ruimte,



M 25

zij T, €A(n=1,2,...) en lan-Tm“ —> 0 als n,m—3 ¢®. We hebben
”Tna—Tma”,é “Tn—Tmfj.ﬁiaH (a¢ B), dus bestaat er bij elke & >0 een
rangnummeﬁ“no, z46 dat voor elk element a van B geldt:

(3) || T2 - Tma\‘<gl\all als n,m>n_.

Dus bestaat 1lim Tna, voor a € B. We stellen die limiet voor door Ta.
n— o0
Daardoor wordt een zekere transformatie T van B in B gedefinieerd. Ult

1lim T _a=Ta, voor a £ B, en de lineariteit der T_ leidt men gemakkelijk
n—» op 1 n
af dat T lineair is, Uit (3) volgt verder:

|| Tpa - Ta“ < € fall  als n »n,, voor elke ae¢ B, dus HTn—TﬁLé £

als n >no. Dus-is lim TnzT. Tevens is T beperkt. Hiermee 1is aangetoond
n ~—» 00

dat A volledig is.
Maar er is meer, Twee transformaties T en S uit A kunnen, behalve
opgeteld, ook worden vermenigvuldigd. We defini&ren TS d.m.v, de relatie

(TS)a = T(Sa) (a eB).

Het is duidelijk, dat dan de transformaties uit A een (niet noodzakelijk
commutatieve) ring vormen, De identieke transformatie I is eenheldsele-

mingtinldeze ring. Daarbij is [[I[} =1. Verder is (AT)(uS)=(AM)TS. Ten-
5S40 e 18
W (sa)ll < {ITl] . Hsall < YTl . HsH . Jlall , voor alle a,

dus |l Tsll <limi . Hisil.

We geven nu een definitie van het begrip Banach-algebra,
Fen Banach-algebra 1s een Banach-ruimte, die tevens een ring is,

met eenheidselement e, waarvoor geldt:

(%) (Aa)(ADp) = (Am) ab,

terwijl de norm, behalve aan 1-4%, ook voldoet aan de ongelijkheid
5, flabl] é.Hali.llbil.

Doorgaans eiseg‘we ook
6. llell =1.

Uit de voorgaande beschouwingen volgt dat de beperkte, lineaire
transformaties van een willekeurige Banach-ruimte B in zichzelf een Ba-
nach-algebra A vormen, als we norm en product op de aangegeven wijze
definiéren, Dit geeft direct voorbeelden van Banach-algebra's. Zo krij-
gen we, ultgaande van de n-dimensionale complexe vectorruimte, de matriz-
ruimte MRn, die bij geschikte normdefinitie een Banach-algebra 1s. Op
p.5, onderaan, werd in MRn een norm ingevoerd Jjuist volgens het voor-
schrift dat hierboven 1n het algemene geval gegeven 1s.



M 26

Eisen we niet speciaal dat 6 geldt, dan is in elk geval wel neHZ 1y
tenminste als de algebra meer dan alleen de nul bevat, Want is a%O, dan

is Jlall = Haell < Jlall . Hell , dus Jlell > 1. We tonen nu aan dat we in een
gegeven Banach- algebra A altijd een nieuwe norm llall ' kunnen definiéren,
zd dat de eigenschappen 1-6 gelden, met vervanging van H {1 door | ',;

en er bovendien twee positieve constanten c, en o zijn met

(5) ¢, flall < Jla jI ! < cyliall voor a £ A,

Laat eens T de transformatie zijn, vastgelegd door T X=aXx

(x¢h, a€h). We definiéren nu Jlail '= |IT, Il . Uit HT x|) c:ua}}.lixli,
T el = Hall volgt llall "¢ llall , resp. llall '2 T .llall ., Dus geldt (5)
met C = ~ﬁgﬁ~ , C =1. Tevens is [lall ° >0 als a£0, Verder geldt

Hoa jl'= all v, Jlasb l] ta fla ) T+ dplE T, Hlab U < lall ol (vel.

de analoge elgenschappen van de Banach-algebra over A). Voorts is

flell '=1Tell =1. Z1J tenslotte fa t een rij met Han-amu ' _30 voor
n,m —»¢0, Krachtens de reeds bewezen relatie (5) is dan Han~am]]~_; 0
voor n,m —y o0, dus is er in A een element a met Han—a || — O voor
Ny oo, dus Han—a];‘ —3 0 voOor n —» 00, Daarmee is de bewering aange-

toond.

Het spectrum, Is T een beperkte, lineaire transformatie van een Banach-
ruimte B in zichzelf, en I de identieke transformatie, dan kan men vra-

gen naar de complexe getallen 2 , waarvoor A I-T geen inverse heeft of
ecen inverse die niet weer een (eenduidige) beperkte, lineaire transfor-
matie van B in zichzelf is. Zulke A worden gezegd het spectrum van T

te vormen, Men kan dit begrip ook opstellen voor een willekeurigé Banach-
algebra,

7ij A een Banach-algebra, e het eenheidselement. Een element a €A
heet

regulier, als a zowel een links - als een rechtsinverse (dus een
inverse) heeft;

singulier, als a geen inverse heeft,

Is a £4, dan noemen we de verzameling der A , waarvoor Ae€-a sin-
gulier is, het spectrum van a, voorgesteld door 0’(a). De verzameling
der A, waarvoor Ae-a regulier is, stellen we voor door (2 (a) (resol-
vent set), Voor een matrix is het spectrum de verzameling der eigenwaar-
den,

Stelling I. Voor het product van twee elementen a en b geldt:
1. is a regulier, dan ook a_
2, zfjn a en b regulier, dan 1s ook ab regulier

3., is ab regulier en zijn a en b verwlsselbaar, dan zijn a enb

beide regulier
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4, is a singulier en b regulier, of omgekeerd, dan is ab singulier.

Bewijs. Ad 1. We hebben a,a’1=a'1a=e, dus :ls-a"1 regulier,

Ad 2, We hebben (ab) b—qa"1=b—qa'1(ab)=e.
Ad 3, Stellen we (ab)'1=c. Dan is abc=e en cba=cab=e, Dus 1is 2

regulier. Evenzo b,
Ad 4. Stel eens dat b en ab.regulier zijn. Dan 1is b"1 regulier;
wegens 1, evenzo a=(ab)b'q, wegens 2. Tegenspraak., Evenzo

het andere geval,

Stelling II. ZiJ a €A en p(x) een polynoom in een onbepaalde x met com-
plexe co&fficiénten. Dan is g (p(a)) de verzameling der punten p()) met
aea(a).
We merken op dat, als /uétT(p(a)), niet noodzakelijk voor alle A
met p(A)=4C geldt A€o (a).
Bewijs. 21] ,ﬂqéir(a), /uﬁ=p( Aq). Onderstellen we eens dat ,ﬂﬁe—p(a)
regulier is, dus dat er een element z is met (/cqe—p(a))z:z@uqe—p(a))=e.
Laten 21, A:E’""’Azn de wortels van /ﬂﬂ—p(h)=o zijn, zodat, met zekere
Oi,/LL,‘—p(/W)EOL( 1-))(22—2)“.(21{}\), Daar de elementen a en A .e
onderling verwisselbaar zijn, is ook /ﬁﬁe-p(a)==d( Rqe-a)(,ﬁge—a),.(ﬁng4ﬂ.
Dus
m m
(J.e-a). ot T (2,e-a)z=e; z &[] (dse-a).(A e-a)=e,
1 ) 1 {0 i 1

Dus Aqe—a is regulier. Tegenspraak. Dus /uhéxr(p(a)),

7Zij nu omgekeerd /uqe(f(p(a)). Er zijn weer A ; Zq: %2"""Axn
met /uﬂe—p(a)=£X(24e—a)(Age-a)..,(]me—a). Waren nu alle elementen A, e¢-a
regulier, dan was wegens stelling I ook het product, en dus /qqe—p(a)
regulier, Dus is }\ie—a singulier voor minstens één index i, d.i.
A ,€07(a) voor minstens één wortel van p(A)= A4,

Stelling TIT. Zij a regulier. Dan geldt: e o(a) <5 3 e a(a™ ).

Bewijs. Zij A #£0 en )¢ P(a). Er is een element z met (A e-a)z=z( Je-a)=e.

Dan hebben we o0k
)_18-1(){e~a)z,la=(a—1—,l—qe),ﬂ.za=e,
daz(Re-2) A Ta7 =4 az(a” - A7 le)=e.

-1 -1 . o - -

Dus a~ '- A" 'e is regulier, dus A L 4 p(a 1), Hieruit volgt de stelling.
We willen nu enige eigenschappen afleiden van het spectrum van een

willekeurig element. Ven fundamenteel belang is daarbij de volgende

Stelling IV. Is Jla}] < 1, dan is e-a regulier en er geldt

(6) (e—a)“"q-_—e Fa+ac+al 4 ...

Bewijs. De reeks in het rechterlid van (6) convergeert in norm en geeft



bij vermenigvuldiging met e-a juist e.
Uit stelling IV volgt onmiddelliljk

Stelling V. Is Jjle-xll <1, dan is x regulier,
Uit stelling IV kunnen we ook afleiden de iets algemenere

Stelling VI. Bestaat ™1 en 1s !Iﬂ)<1}\b”qf['1, dan bestaat ook (b—a)_1
en er geldt

(7 (v-a)"" = b7+ b7 (ap™ )+ v (aT)E p~1(ab

’1)3+..,

. -1 | -
Bewijs. We hebben Hab™ < Pall . o'}l « 1. Wegens stelling IV bestaat
dus (emab—q)"q, en dus ook b~ '(e-ab -y {(e -ab 1)b§ - =(b- a)~ ", mevens
geldt (7).

Is X regulier en “XO—X” < on“qu ”1, dan mogen we stelling VI
toepassen met b:xo, a=x -X, Dat geeft
e

Stelling VII. Is x  reguller en “XO-X” < on 1ﬂ)oan is ook x reguli r en

er geldt:(8)
Uit de laatste stelling volgt dat de verzameling der reguliere ele-

menten open is. Uit (8) kunnen we afleiden dat op die verzameling %

een continue functie van x is., Immers 1s X regulier en beperken we X

tot de omgeving ]\X~XOH <% on"qn—q (het rechterlid in deze ongelijk-
heid is zeker positief), dan hebben we krachtens (8):

TIPS wl (SR Py BT DY PSS S (P N A Ok
) R { 0 o } Lgil o "t e o o M
Al R S R e e =2 gl e T

-1 -1
Dus X 3 X, als X%,
Uit de stellingen V en VII kan men afleiden
Stelling VIII. Het spectrum van een ~<lement a is begrensd en gesloten.

Bewijs. Voor |3] > |lall is l[e—(e-a/ﬂ_)lh<1, wegens stelling V dus
e-a/) regulier, dus Ae-a regulier. Dus is G“(a) begrensd, en wel bevnt

in de cirkel |}] < |lall. Is verder A _e-a regulier, dan wegens stelling
< = =1 =1 .
VII ook A e-2, als ‘/\—‘Zof 41]}(Aoe—a) || ~'. Dus 1s A (2) open, dus
g (a) gesloten,

Later zullen we zien dat het spectrum nooit leeg is,

Integralen. Zij gegeven een functie x(}), met waarden in een gegeven
Banach-algebra A (of ook Banach-ruimte), gedefinieerd en continu op een
gegeven Jordankromme C in het complexe vlak, met (eindige) lengte L en
met een bepaalde ori&ntering. Met continu bedoelen wes:

20 - (AN — 02ls A A, (,Ay€0C)
Met behulp van de overdpkklngsstelllng van Heline-Borel toont mer

~ -u/] \ __/] - I
(8) x7 =%, (xo X)S =X q+xo 1 4;_ i X -x)x 1% n
n= )
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op de gebruilkelijke wijze aan, dat x(A) uniform continu is op C:

£>O~.;(5\>O, z6 dat [|x(Q)-x(A) | < ¢ als | A- }\’}45\.

Zij D een willekeurige verdeling van C, met deelpunten
RO,AJV AE""’Anﬂ gerangschikt in de zin van de oriéntering van C en
met A~o in het beginpunt, A‘m in het eindpunt van C. Zi}j Li de lengte
van het segment van de kromme C tussen de punten 'li—ﬂ en A»i
(i=1,2,..,,m), Laten verder ’TH, jé,.,.,’t% punten van de kromme C zijn,
z6 dat ?fi behoort tot het segment (Aii 1,;&1) van C. Dan heet max L,

- : i

de wijdte van D en

=Z X(Ti)(li-A-i-—/l)

1=1

een som van Riemann van x(}) t.o.v. de verdeling D.

Bewering. Is £ > 0, dan bestaat 5‘>>O, z6 dat het verschil van twee
sommen van Riemann 1In norm kleiner dan £ 1s, als de wijdten van de bij-
behorende verdelingen van C kleiner dan ) zijn.

Bewijs., Zij O een positief getal, zé dat ,Ix(ﬁ)—x(k‘))}( é% als
Ll—;{’]< g (A, A" € C). Beschouw twee verdelingen D, en D, van C met
wijdten <:5} en laten Sq en 82 twee sommen van Riemann t.o.v. Dq resp.
D2 zijn., Zij D3 een verfijning van D,I en D2 en z1ij S, een som van Rie-
mann t.0,V. DB' Dan geldt, als )Ty;Kq,;}gj...,1n1de deelpunten van D3

zijn,

5553l <2 & 1A= ql<2e (=120,

Dus
]lsq'sgsj/
Rijen Sn’ behorende bij verdelingen waarvan de wijdten tot nul na-
deren, hebben nu een eenduidig bepaalde limiet., Die limiet heet de in-

tegraal\j‘ x(A)d A . Eigenschappen:

1) \5 \y \{ , als C samengesteld is uit C, en C,

2)J;ﬂxuudza@;}«amks\£ ﬁkhdk=\& F(A)aX .3,

als f(}) een complexwaardige, continue functie is en a een element van 4.
Algemener is
J maa = [ x(nax,
C c
als T een heperkte, lineaire transformatie van een Banach-ruimte B in
een Banach-ruimte B' is en de waarden van x(A) in B liggen (immers de-
zelfde betrekking geldt voor corresponderende scmmen van Riemann),
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) [ {0l - (AR + [ xp(2)aA

L) 1Ingeval C een segment (a,b) op de re&le as is, geldt

b b
Hfa x(adlic [ x@lan.

In het algemene geval hebben we in elk geval de schatting

“\f vx@&)dk}’<: L max ] x(A)1].
c A€¢C
ENCVIY D il AUV
3 (A)d (;
5)_(0,%:.1 )
als de reeks gelijkmatig convergeert,

Zij a een element van A, We tonen nu aan
Stelling IX. Het spectrum van a is niet leeg,
Bewijs, Stel eens dat het spectrum van a leeg is, Dan is ()\e—a)'/l ge-
definieerd voor alle A . Ook is ( Ae—a)"q, als inverse van een element,
#0 voor alle A . Dus H(Ae—a)"qll is gedefinieerd en > O in het hele
complexe vlak,

Voor |X|> 2 llall is wegens (6)

I (e-a/2)" "W = leva/A +(a/A )%+... ll<e.

Dus nadert || ()Ne—a)"qll tot nul voor |Al—s 00,
We weten al dat in het algemeen x‘1 een continue functie is van x,
Dan is ook I}(Ae—a)'qu een continue functie van A . We leiden een
ongeli jkheid voor deze functie af,
2ij A, willekeurig.Voor |A-A_|<[[(} e-a)

(9) (Ae-a)""=(Age-a)7" + (A= ANA ge-a) PNy A (Dge-a) ...

'111"1 is wegens (8)

Z1ij nu r een wil}ekeurig getal met O«irn(l/()oe—a)— }}'1. We vullen in
(9) in )‘=4Ao+relw (Ozw £277) en integreren raar Y . Krachtens 5) en
2) mogen we herleiden .

27T
j {()Oﬂ’el‘? Je-a] ~ay
0 oI o7

2 77 Aoe-ar“{ re'? ap.() oe—a>'2+f (reP)2a . () e-2) ...
0 0
277 ( A oe-2)" 1 wegens 4) dus

(10) || (Age-2)~ ’27T£ ”{ Agtre P Je- a} dep

il
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We nemen nu voor ;%o een punt in het complexe vlak, waar H (Ree~a)”? '
een absoluut maximum heeft, terwljl er in elke omgeving wvan Ro punten f
zijn, waar de functie klelner is., Op grond van het voorgaande is dat mo-
gelijk. Maar dan geeft (10) een tegensprask. Daarmee is de stelling be-
wezen,
Gevolg. Is A een (eventueel scheef) lichaam, dan is A isomorf met het
lichaam der complexe getallen,
Bewljs. Z21j a €A. Er is een )_, waarvoor A e-a singulier is. Maar nu
is O het. enige singuliere element in A, Dus a= A e, Hieruit volgt de

bewering,

Continuitelt van het spectrum. We willen nu nagaan of er lets valt te

zeggen over de verandering van U’(a), als a varieert. We zullen een
zwakke vorm van continulteit van ¢ (a), als functie van a, afleiden,
Het woord continuiteit behoeft hierbij een nadere precisering, Want het
spectrum van een element is een deelverzameling, en wel een niet-lege,
compacte deelverzameling, van het complexe vlak., En in de collectie F
van zulke verzamelingen kan men op verschillende wijzen een topologie
invoeren., Allereerst kunnen we bij elke £ >0 en elke verzameling DO
ult de collectie F de deelcollectie van verzamelingen D uit F bekijken
die bevat zijn in de £ -omgeving van Do’ waarvoor dus geldt
%ig‘ afst (O%,DO) <& ., Die deelcollecties voldoen aan de gebruikelijke
axigma's voor omgevingen in een topologische ruimte., Alleen geldt niet
het scheidingsaxioma,

Een veel sterkere topologile, ja zelfs een metrisering van F krij-
gen we door als afstand van twee verzamelingen D, en D2 in te voeren

1
het maximum van de twee uitdrukkingen

max afst (CX,DE) s

max  afst (/3,D1).
o€ D, {3€_D2

Laten we de afstand van Dq en D2 voorstellen door (Q(Dq,Dg). Men gaat
gemakkelijk na dat geldt (3(91,92); 0, P(Dq,D2)= (P(D0,D4),

p(DquB) é(\)(Dq,Dg).Lﬁ(DQ,DB). En uit p(D1,32)=o volgt afst ( o,D,)=0
voor X 613], dus D,l gDE, en evenzo ngDq, dus D,'=D2.

Continuiteit van het spectrum t.a.v. de eerste topologie wil zeg-
gen, dat het spectrum cr(a) er bij variatie van a niet plotseling een
nieuw stuk blj krijgt. Continuiteit t.a.v. de tweede topologie zou wil-
len zeggen, dat er ook niet plotseling een stuk verdwijnt. We zullen

nu bewl jzen

Stelling X. Z1ij a een element van A en €;>O. Dan 1is er een é?;>o, z3

dat G (x) bevat is in de £ -omgeving van U (a), als N x-a |l <&,

Bewijs. Z1j O (a) detomgeving van U (a) en C*LE (a) de 3 £ -omgeving
LS 2
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van U (a). We kunnen de af%luiting van U~ (a) overdekker met eindig
veel cirkels, alle met straal 3 g en mlddeipunt 1ncr‘ a); Zij.i7ﬂ£
de vereniging van die cirkels en (TL het complement van = e Dan is
o7 (a)cC _(1(10*(8) De verzameling _fl_ is gesloten, begrensd door
elndf; véél 01rkels en geheel gelegen in P . Op deze verzameling is
(;Re a)” -1 begrensd. Zij |[( Ae- %2 ]]<1M op J:Lﬂs. Wegens stelling VII
s () e-x)"" regulier als ,Xcgle en |[x-a) J< Il (Ae-a)~ 1}[ -1, dus zeker
als ) é O; (a) en ’,X a/] = 1 - Dus O (x) is bevat in G:(a)
als [Ix-gli<d = -
Analytische functies met complex argument, We beschouwen eenwaardige

functies x(}), gedefinieerd op een open verzameling in het complexe
viak, met waarden in een gegeven Banach-algebra (of ook Banach~-ruimte)
L,

We noemen x()}}) differentieerbaar in een punt ) van de definitie-

verzameling, indien het quotient —1&2—5-A- een elndlge limiet, geschre—v
(We
ven x‘() ), heeft als,l_é;lo. Een functie x(1), gedefinieerd op een

ocren verzamellng D, heet (locaal) analytisch op D, als x(]l) differen-

tieerbaar is in elk punt van D.
Allerlei stellingen uit de gewone functietheorie kunnen ook voor
de hier beschouwde functies worden bewezen. We beginnen met

Stelling XI (stelling van Cauchy). Zij x(]) analytisch op een enkelvou-
dig samenhangend gebied G. Zij C een gesloten kromme in G, Dan is

( X(/%)d/:)ﬁ =Oo
G

Bewljs. Zij allereerst C een driehoek A » met omtrek s, Trekken we de

verplndﬂngsllJnen van de middens der zijden, dan krijgen we vier drie-

hoeken ,43 /\3 . Bij geschikte oriéntering is

1+ H Cp grond van de eigenschappen van de norm is
\JA JA A
dan ook HJ I J

| j/\ “ Az} H o ”UA‘/”
Er 1s dus een index 1 met I<Jué4 “JQEJ///T \;A . Door herhaling
ven dit procédé krijgen we een rij 1neen~escnake1de drlehoeken £§ 75
dst de omtrek van A _ gelijk is aan 27 %s en dat ‘f \f
n /\n

733 ) o het gemeenschappelijke punt van deze drlehoeken Daar X A ana-
+75igch is, hebben we x(h):x()o)+(}-ho)5( } a(A) met a(}) —» 0
oor ) — A5+ Nu is voor gewone complexe functlesj' dA-:J' (A,)o)dA:g
Dus is, op grond van 2),

J,»M;;(P.)dh =1 dd = (A (A-2)dA .xr(ho)+j (A-1,)a

4 p JAh An

‘ =j (-2 )2 (a7,
An

| £(275)2 max Jla(a) ],
= DEA,

[@N
<
o2}
>
—~
Y
——
Qs
>
—
>
. —~
20
i
)
o]
—
a8}
—
a0
~
Q
I
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waarbij a()})) een functie is die tot C nadert voor')_;>)o. Bij elke ¢ >0

is er dus een rangnummer n, zd dat

J% d% ‘4ﬂ7n & . Dus is}[J;[Iéig Dus 5; =0. Daarmee is
de stelllng bewezen ingeval C een driehoek is, ’

Is C een polygoon, dan kunnen we C op de gebruikelijke wijze in
driehoeken verdelen, waarna de stelling ook voor dit geval volgt.

In het algemene geval gaan we aldus te werk, De functie X(Z) is
uniform continu in een zekere d‘-omgeving van C. Dan kunnen we een ver-
deling ( 2, )1, 22""’:%m: )o) ven C vinden, met wijdte < &, zodanig
dat de som van Riemann 3 _ X():i)(ﬂj;-)i_q) minder dan een willekeurig
voorgeschreven bedrag £ afwijkt, zowel van x())d‘h, als van
\f x(2)d A, waar 77 het polygoon is met hoe%punten ‘zo’ )1, )2,...,}mzﬁo,
Hieruit volgt de stelling in het algemene geval,

Z1ij C een enkelvoudige, gesloten Jordankromme, die een punt :ho in
positieve zin omsluit. Zij x(7) analytisch binnen en op C. Dan kan men
de formule van Cauchy afleiden., Door de stelling van Cauchy en de dif-
ferentieerbaarheid van x(ﬂ) in 20 te gebruiken vindt men dat

J; x(2)-x(2 d A=0. Dus is
YC T,
1 x(2) _ ] %(Ao) _
(1) 277"15‘0 Q-EOM 27/"150 23 a2 x(Ao)-

Uit de formule van Cauchy kan men verschillende andere resultaten
afleiden.
a) Het maximumprincipe. Is x()) analytisch binnen en op de cirkel

[A-2d,]=r (r>0), dan is

x() 27ﬂ£ ot et dxp,

wegens 4) dus

LIFAN

oIr ,
A 1506 0] g,
0

zodat x(7) in de cirkel }%-zojfg r zijn maximum alleen op de rand aan-
neemt, Formule (10) is een bijzonder geval van (12) (zie c)).
b) Ook x'(),x"(2),... zijn analytisch en we hebben

X(n) = _D. _x(A)
(13) (o) = 5= jc Q_wqu?\,

als C enkelyoudig, gesloten en A o binnen C,
¢) De reeks van Taylor: is x(7) analytisch binnen en op de cirkel
[2-201,=r(rj>0), dan geldt
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2-29" L (n)
x(h}:x()o)Jr(H—Ao)x'(?}O)+....+-g—-;l—'——o)—x CI I
voor I% A ] £ r, Omgekeerd 1s een functie, voor te stellen door een
machtreeks in A ) o’ met co8fficidnten in A, analytisch. B.v. de ult-
drukking (Ae-a)” -1 1s analytisch, waar hij bestaat, krachtens (9).
d) De stelling van Liouville: is x(2) analytisch voor alle A,

begrensd, dan is x(2) een constante.

Voorbeelden van Banach-algebra's.

I De beperkte, lineaire transformaties van een ‘gegeven Banach-
ruimbte in zichzelf vormen een Banach-algebra, bij de gebruikelijke defi-

nitie van som, scalair veelvoud, product en norm (zie p.25).

IT Zij D een compacte ruimte (voldoende is dat Bolzano-Weilerstrasz
geldt) en A de verzameling van de complexwaardige fupcties f=f(x), ge-
definieerd en continu op D. Som en product van twee elementen f,g€ A

leggen we als volgt vast:

f+g=h %5 f(x)+eg(x) =h(x) (x€D),

f .g=%k = f(x) . glx) = k(x) (x€D).

Evenzo vermenigvuldiging met een scalar. Voor de norm van een element
f € A nemen we

Nl = max  [£(x)] .

x&D

Men bewijst zonder moeite dat bij deze definities van som, veelvoud,
product en norm, A een Banach-algebra is. Eenheidselement is de functie,
die identiek 1 is, Verder is duidelijk dat een element f een inverse in
A heeft, dan en slechts dan als f(x)#o voor alle x €D, Het spectrum van
een element f 1s dus de verzameling van de functiewaarden van f (een ge-
sloten, begrensde verzameling complexe getallen!).

In het bovenstaande is de keuze van de compacte ruimte D geheel
willlekeurig. Men mag er b.v. voor nemen het gesloten interval [051] . In
zekere zin 1is het nu behandelde voorbeeld het meest algemene voorbeeld
van een commutatieve Banach-algebra: het 1is bekend dat elke commutatieve
Banach-algebra A voorgesteld kan worden als deelalgebra van de algebra
van de complexwaardige functies, gedefinieerd en continu op een zekere
compacte ruimte (verkregen door een bepaalde, zwakke topologie te defi-
nigren in de verzameling van de z.g. maximale idealen in A).

III De bégrensde, complexwaardige functies op een willekeurige ver-
zameling V vormen een Banach-algebra, als som, veelvoud, product gedefi-
nieerd worden als onder II en }]f” = sup ]f(x)) . Het speetrum van een
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element f is nu de afsluiting van de verzameling van de functiewaarden
van f. Elke compacte verzameling in het complexe vlak 1s spectrum van

cen geschikt gekozen element £, mits V ten minste aftelbaar is.

IV We beschouwen de verzameling F van de continue, complexwaardige
functies f(x), gedefinieerd voor 0Lx . Optelling en vermenigvuldiging
met een scalar definiéren we als onder II. Als product van twee elemen-

ten f,g¢ F nemen we de functie (fxg)(x), bepaald door
/]

(14)  (£3¢e)(x) =£ £(t) g(x-t) dt,

waarbij we de functiles periodiek bulten [0,1] voortgezet denken. Het is
duidelijk, dat (1Y) een continue functie van x definieert, die dus weer

een element van F is., Verder is deé vermenigvuldiging commutatiel, wegens
1

(g3 ) (x) j g(t)f(x-t)cﬂt{ g(x-t)f(t)dt=] g(x-t(t)dt=(rsg)(x).
0 X=" . 0

Berekenen we de Fourier-co&fficiénten van (f#g)(x). Zij

1 1
(15) C<n=u[ f(x)e'gnlnxdx, /gnzk[‘ g(x)e-EWlnde (n=0,+1;4+2,...).
0 0

Dan is
g 1 g
Nf- (faég)(x)e—gﬂinxdx =:[ f(t){jr g(x-t)e’gﬂ&nxdx)dt
0 0 0
g
=j £(6). A e M g — o (3 (n=0, #1, +2,...).
0

De verzameling F is blijkbaar een (commutatieve) ring. Er is echter
geen eenheidselement: was e(x), met Fourier-co&ffici&nten /?n, eenheids-
element, dan zou wegens het voorgaande gelden /3n=1 voor alle n, We
voegen nu formeel een eenheidselement e toe en beschouwen de verzameling
A der ultdrukkingen

f+Ae, f¢F,
In A definigren we de optelling op de gewone wijze, en de vermenigvuldi-~
ging als volgt:
(f +2e)#(g + tue) = T g +Ag + M + 2 pee.
Dan 1s A een.ring en een lineaire verzameling. Ook geldt (4).
Verder voeren we in A een norm in door te definiéren:

Wel = max [r(e)] ,
fIe + Fell=llell+ 121,
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Dan is aan de normeigenschappen voldaan (o,a. volledigheid). I.h.b. is
e+ ned(erme)ll = Hesge Apraer Lacell = llesee+ Agepir]] ayyA
< el el \x hglh el + 3l

—

S (el 1Al (el +lad) = Deedell Mterpell.

Dus is A een Banach-algebra.
Sporen we het spectrum van een element f- P ee:A op. We bepalen
daartoe de verzameling van de complexe getallen A , zodanig dat f- Ae

singulier 1is,
Stel eens dat f- he regulier is, Dan is er een element g-Ale €4,

zodanig dat (f- Ae) »(g- Me)=e, dus
fg- Ag-Af = 0, A =1,

Daaruit volgt allereerst A £0, A= )'1. Verder zijn alle Fourler-co&f-
ficisnten van Fg-Ag-A " 'f pul. Dus, als o en /3 de Fourier-co&f-
fici&nten van resp. f(x) en g(x) zijn, zoals gedefinieerd door (15),

O(nﬂn —;\ﬁn_;’—qdn =0
dus

(16) (¢ _-)(B -2 N=1 (n=0, #1, +2,...).

dan is

Hieruit volgt: A ¢<%n voor alle n.
7Zij nu omgekeerd A een complex getal, waarvoor geldt:

A40, A4 (n=0, 1, #2,...).

Definidren we getallen (3r]d.m.v. (16). Dan is

32 (x -2y _ %
2% - A)
We schrijven [3n als volgt:
2
) (e /}})
ﬁn:: "Q,n/2 + a—i}’:"ﬁ"— ]

Op grond van de stelling van Parseval convergeert 2:‘0< ;2. In het biyg-
zonder nadert O(n tot nul voor In}—~¢co Dus convergeert

cO o
. . a
AL’}K)U — . Dus convergeert de reeks : 5 eEZrlnx absoluut en
N= - n

stelt een continue funetie h(x) voor, Beschouwen we nu de functie g(x),

gedefinieerd door

g(x) = A 7% (n(x) - £(x))
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Het is een continue functie, met als Fourier-co&fficiénten de hierboven
gedefinieerde getallen /Bn' De Fourier-co&ffici&nten van ¥ g- Rg—;%—qf
zijn dan alle nul. Wegens de stelling van Parseval is deze functie, daar
hij continu is, dus identiek nul. Hierult volgt (fh-%e)ﬁk(g—éa—qe)=e.
Dus is f-Ae regulier,

De conclusie is dat het spectrum van f bestaat uit de Fourierco&f-
fici&nten van f(x), mét het getal nul., Het spectrum van f- Zoe wordt

verkregen ult dat van f door te verschuiven over - %o'

V. Beschouwen we de verzameling A van alle complexe vectoren
a= {,...,0(_1,9(0, O(,],O‘fe,... -, Waarvoor X_C;%fO(k'[ convergeert. Als

o0
norm nemen we ]laH:E:_o@tO%J. Optelling en vermenigvuldiging met een
scalar geschiede elementsgewijs; de vermenigvuldiging zij gedefinieerd
als volgt:

{C‘(kg . {ﬁk} = {b/k} , waar gk= jg—:ooé%j ﬁk—j .

Men gaat gemakkelijk na, dat A een commutatieve Banach-algebra 1is.
Eenheidselement 1is de vector e= &l{ met gozﬂ, gwfi)als k£0. Men
kan de beschouwde Banach-algebra ook beschrijven als de verzameling
van de (continue) functies f(x), die te ontwikkelen zijn in een abso-

luut convergente Fourierreeks:

>
(17) P(x) = 20 P (0gxgn),
k=~ 00 =

met de gewone definitie van som, veelvoud en product, en met norm
el =sfot |
aequivalent zijn:
o]

1
ling van de getallen Z:kae
o}
27,
reeks (17), dan is ook

Het is nu duidelijk dat de beide volgende beweringen

. het spectrum van een element a= CXK bestaat uit de verzame-~
2Mik (0 Bx1)
is f(x) te ontwikkelen in een absoluut convergente Fourler-

in zo'n reeks te ontwikkelen, als (en

f(x)
slechts als) f(x)#0 op [0,1 (stelling van N. Wiener).

De bewering 1° kan men aantonen door de homomorfie&n van A op het
lichaam der complexe getallen te bestuderen; zo'n homomorfie heeft de
gedaante

8 > A@(a) - Zo(k e27Tik9 s

met zekere reéle € , en heeft als kern een maximaal ideaal in A; voorts
geven de elémenten a van A die in geen enkel maximaal ideaal liggen -
waarvoor dus steeds A (a)#0 - juist de reguliere elementen van A.

e
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We merken nog op, dat het spectrum van een element a in A hetzelfde
is als in de ruimere Banach-algebra van de op [0,1] continue functies,
beschouwd onder IL,.

VI. Een Banach-algebra vormen ook de complexe vectoren a=§}10,u ,..},

waarvoor 2:2? FXK]<:OO, als we optelling en veelvoud op de gewone wijze
vastleggen en norm en product defini&ren d.m.v. de relaties

Nall =37o lox, )
Kk

{. ’{ﬁk} - {51&} met 'y = ?l—:f; ¥ Prees -

De algebra is ook te beschrijven als algebra van de oneindige drie-
hoeksmatrices, die in elke diagonaal constant zijn:

o X o] 104

o) 1 2 T
O 4 Fo e
© 0 <><o Cxﬂ vrese
0 0 0 O!(O .o o s e ’

. ° ° . . . ° e a * 0 0'c ¢« 0 @

of als algebra van de machtreeksen f(z):iiii?(jk:zk, die absoluut con-
vergeren voor lz] < 1.

o0 Hetkspectrum vgn een element a is de verzameling getallen
Z:O<Xk z", |z| <1 (hieruit volgt weer: is £(z)#0 in |z] ¢ 1, dan is
1/£(z) weer een in }z| < 1 absoluut convergente machtreeks).

VII 7Zij G een open deel van de complexe bol, G de afsluiting van
G. We beschouwen de verzameling van de complexe functies f(z), die lo-
caal-analytisch op G en continu op G zijn. Som, veelvoud en product de-
fini8ren we op de gewone wijze, terwijl we als norm van f nemen

ftell = max_ |r(z)]
z € G
Dan krijgen we een Banach-algebra. Het spectrum van een element f is de
verzameling der getallen f(z), z ¢ G.

Nemen we speciaal voor ¢ de cirkel ]z{:( 4, Zij B de bijbehorende
Banach-algebhra. De onder VI genoemde Banach-algebra A van de op lz] <1
absoluut convergente machtreeksen is een deelalgebra van B: als verzéﬁe—
ling is A bevat in B en de algebraische operaties (som, veelvoud, pro-
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duct) zijn dezelfde. D& normen zijn echter verschillend, We kunnen aan-
tonen dat A niet volledig, en dus geen Banach-algebra is t.a.v. de norm
in B. Bovendien kan men in een rij {fn} agngeven waarvoor
We Il 0, terwijl Jlr Ml — 00

VIIL. Een gesloten deelzlgebra A' van een Banach-algebra A is weer
een Banach-algebra. Een deelalgebra is hierblj een deelverzameling van A,
waarbilij men door de vorming van som, scalair veelvoud, product niet bui-
ten de verzameling komt. De verschillende axioma's voor een Banach-alge-
bra blijven uilteraard doorgaan. Alleen is voor het volledig zijn van A
nodig dat A' gesloten 1s in A, ’

Het kan voorkomen dat A' een ander eenheidselement heeft dan A,

Hebben A en A! hetzelfde eenheidselement en heeft een element
a € A' geen inverse in A, dan zeker niet in A', Dus, in begrijpelijke
notatie, ¢ '(a) >0 {a). Het kan gebeuren dat (¢ '(a) en 7 (a) niet samen-
vallen,

IX We geven tenslotte enige voorbeelden van eindig-dimensionale
Banach-algebra's, als deelalgebra's van de matrixalgebra MRn'

De triangulaire matrices ( gq ) vormen een niet-commutatieve Ba-
nach-algebra,
De cyclische matrices,

a PR
c,] 82 83 a

n
n B4 f2 eerfpog
M(ai):" ___________________
32 83 84 o a/] P

vormen een commutatieve Banach-algebra, isomorf met K [x] (mod x"-1),
- waar K het lichaam der complexe getallen is. We hebben b.v.

M(a;) . M(by) = M(cy)

- 2 i-1 & -1 o 1-1 n
ST oay x L3 by x = 2 ey x T (mod % -1),
. =1 - i=1
i=1
met ci = ' aj bk .
j+k=1+1(n)
De matrices
a, a, 83 ce. 8,
& 0 aq a2 ee Ay
0 a . a
1 n
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vormen een commutatieve Banach-algebra, isomorf met K [x] (mod ).

Literatuur. I. Gelfand, Normierte Ringe, Recueil Mathém., N.S. 9 (19%1),
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E. Hille, Functibnal analysis and semi-groups, Am. Math,
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L.H. Loomis, Abstract harmonic analysis, New York 1953,
J.D. Newburgh, The variation of spectra, Duke Math.d. 18
‘ (1951), 165-176,
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Colloguium Matrixfuncties 1955-1956
o.l.v.

Prof.Dr N.G. de Bruijn

Vijfde voordracht
door

Dr W, Peremans
13 januari 1956

We beginnen met enige aanvullingen op de vorige syllabus.

In de laatste alinea van voorbeeld II op blz. M 34 moet een cor-
rectie worden aangebracht. Dat een commutatieve Banach~algebra A voor-
gesteld kan worden als deelalgebra van de algebra van de complexwaar-
dige functies, gedefinieerd en continu op de verzameling van de maxima.-
le idealen van A, geldt slechts onder de restrictie, dat A radicaal
nul heeft.

Op blz, M 33 is het maximumprinclpe voor analytische Banachfunc-
ties van een complexe veranderlijke besproken. Men kan zich de vraag
stellen in hoeverre het verscherpte maximumprincipe ook voor dergeli jke
functies geldt: kan een niet-constante analytische functie, gedefinieerd
in een cirkelgebied, een maximum binnen de cirkel hebben? Uit hetgecn
op blz. M 33 is behandeld volgt, dat een dergelijke functie constante
norm heeft. De vraag wordt dus: kan een niet-constante analytische
functie een constante norm hebben? Deze vraag zullen we met behulp van
een voorbeeld bevestigend beantwoorden. Hieruit volgt, dat het ver-
scherpte maximumprincipe niet geldt. (De stelling van Liouville (maxi-
mumprincipe voor het gehele complexe vlak (zie M 34,d)) geldt echter
wel). ~

Beschouw de verzameling van de paren (o,p) complexe getallen.
Scalaire vermenigvuldiging, optelling en vermenigvuldiging worden compo-
nentsgewljze gedefinieerd; de norm defini&ren we door ll(OL,(a)“ =
= max (o), }@f). Dit komt overeen met voorbeeld III op blz. M 34,
als men voor V een verzameling met 2 elementen kiest; hierult volgt

dat we een Banach-algebra verkregen hebben. We definiren nu x(A)=(1, 2=

(1,0)+ A(0,1). Het is duidelijk, dat dit een analytische functie 1is.
Verder is HX(A)}}: max (1, |Al) en dit =1 als JA| < 1. Ten slotte 1is
de functie niet constant.

Aan de 1lijst van voorbeelden van Banach-algebra's voegen we nog
het volgende voorbeeld toe. Neem een willekeurige niet-lege verzame-
ling LL ern laat aan ledere oLe L eer Ranach-algebra By toegevoegd
zijn. Beschouw de verzameling A van alle functies f(«) gedefinieerd



M 42

op L1, waarvoor geldt f(o&) & B, voor alle oLe fLen verder

Sup f (o) Il « oo. Scalaire vermenigvuldiging, optelling en vermenigvul-
diging defini¥ren we als in II blz, M 34, De norm wordt gedefinieerd
door I fli = 8 %'\\f( )1} . Dat A een Banach-algebra is, is makkelijk in
te zien. Voorbééld TIT van blz. M 34 ontstaat hieruit door voor alle
B(*qe verzameling der complexe getallen te nemen. Een element £ van A
is dan en slechts dan regulier als f(«) regulier is voor alle & L en
bovendien sup Hf(m) l ¢ 0. Dus A& e (f) dan en slechts dan als
)\ge(f(aL))d;reoor' alle o g £l en bovendien Bu H( Ae-f(=t))” 1“‘&00 Hieruit

en uit de geslotenheid van het spectrum volgt dat HZQLG‘(f(dJ) ¢ s (f).
ol

Dit kan eeﬁ echte inclusie zijn, Neem n.l. voor () de verzameling der
natuurlijke getallen en neem B =MR . Neem voor f(n) de nxn matrix (1)

van blz, M2 met A =1. Dan is Hf(n)l =2 en Hf(n)'q\i_n, verder bestaat
& (f(n)) alleen uit het getal 1. Deze f(n) defini&ren een element f van
A, Uit Hf(n)'1 Il =n volgt echter direct dat 0 €G (f). Het is zelfs mak-
kelijk na te gaan, dat & (f) bestaat uit alle A waarvoor geldt \A-11g¢1.

We behandelen nu het begrip analytische functie in een Banach-alge-
bra op anaioge wijze als in de tweede voordracht voor matrices is ge-
schied., Hiertoe bespreken we eerst kort een aantal voorbereildingen die
hoofdzakelijk betrekking hebben op de topologie van het platte vlak. De
volgende hulpstelling is hierbij fundamenteel,

Hulpstelling 1. Als K een compacte verzamelling en S een open ver-
zameling in het complexe vlak zijn met K¢ S, dan bestaat er een begrens-
de open verzameling U, zodat Ke U en U¢ S, zodat de rand van U bestaat
uit een eindig aantal disjuncte, rectificeerbare, gesloten Jordankrommen
en zodat de afsluitingen van de componenten van U disjunct zlijn. Men
kan aan de randkrommen van U op één en slechts één manier een dusdanige
ori&ntering toekennen, dat door deze randkrommen samen leder punt van
U éénmaal in positieve zin en ieder punt buiten T nul maal omlopen wordt.

Het bewijs wordt met een bekend Heine-Borel-argument gevoerd, Hier-
bij blijkt dat men voor de rand van U zelfs een aantal disjuncte;, dub-
belpuntvrije gesloten polygonen kan verkrijgen.

We zullen een vevrzameling U, die aan de elsen van hulpstelling 1
voldoet een (K,S)-verzameling noemen. Als K leeg is, spreken we van een

S-verzameling. Het in overeenstemming met de elsen van hulpstelling 1
georiénteerde stelsel randkrommen van U noemen we de geori&nteerde rand
van U.

De volgende twee hulpstellingen zijn uitbreidingen van de stelling
van Cauchy [(zie stelling XI, blz. M 32), A zal steeds een Banach-alge-
bra voorstellen,
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Hulpstelling 2, Als %x(A) een analytische functile in de zin van

blz, M 32 is met complex argument en waarden in A, die gedefinieerd 1s
in een open verzameling S en als U een S-verzameling is met georiénteer-
de rand W, dan geldt j x(A)GA =0,

W

¥e verzameling der complexe getallen duiden we aan met C.
Hulpstelling 3. Als x(A) een analytische functie als in hulpstel-

ling 2 is, gedefinieerd op een open verzameling S, als U1 en U2 belde
C-verzamelingen zijn, waarvan de rand in S ligt, als W, de geori¥nteer-
de rand van Uj'en T, het complement van ﬁj is (Jj=1,2), als U, nTyC8S en
als U,nT, ¢S, dan geldt»J x(A)d A= f x(A)a A,
wq W2

De bewijzen van deze hulpstelling geven we niet. Hulpstelling 3 is
een algemene formulering van het principe van het verschuiven van inte-
gratiewegen.

Hulpstelling 4, Als aé&A, dan is ( )xe--a)°/l een analytische functie
van A , gedefinieerd voor A€ e (a). (Zie blz M 34 bovenaan),

Hulpstelling 5. Als x(A) een analytische functie als in hulpstel-

ling 2 is, gedefinieerd op een open verzameling S, als a €A en als U1 en
U, beide (¢ (a),8)-verzamelingen zijn met georiénteerde randen W, en W,,
dan geldt 5 X(A)(Ae—a)—1d>\= j x(A)(Ae-a)_qu\.

: W,l W2

Bewijs: Dat het product van twee analytische functies analytisch
1s, bewijst men als in de elementaire analyse. Dus }c()\)(>\e--a)°/1 is ana-
lytisch op de open verzameling Sp\@(a). Als T. het complement van ﬁj
is (J=1,2), dan geldt U cS en Tec;e(a), dus Uqr\T2<:Sr\e(a) en analoog
UynT €8S A e(a). Uit hulpstelling 3 volgt nu de gevraagde gelljkheld.

m
Als g(t)= @ ;Ug (t—<ik) een complex polynoom is en a €A, dan 1is
pla)= p T (a—cxke), Uit stelling II op blz. M 27 volgt dat p(a) dan
k=0

en slechts dan regulier is als de nulpunten van p(t) in e (a) liggen.
Als r(t) een rationale functie 1s, kan men r(a) vormen als alle polen
van r(t) in e (a) liggen: schrijft men n.l: r(t)= 8 E met polynomen
p(t) en q(t), dusdanig dat alle nulpunten van q(t) in e(a) liggen, dan
definiéren we r(a)=p(a) q(a)“ﬂ = q(a)—/1
kelijk van de keuze van p(t) en q(t).
Stelling 1. Als r(t) een rationale functie 1s, als aeh, als alle
polen van r(t) in e (a) liggen, als S het complement van de verzameling

der polen van r’t) is en als U een (& (a);S)-verzameling is met geori&n-
teerde rand W, dan geldt

p(a). Dit resultaat is onafhan-

“ pla) = A f P(t)(teua)"q dt.
2L
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Bewljs: We bewljzen eerst het‘speciale geval, dat r(t) identiek
=1 1is. Dan is S=C. Op grond van hulpstelling 5 verandert de integraal
niet als we W vervangen door een positief geori&nteerde cirkel w1 met
middelpunt in de oorsprong en straal > 2 Vall . Voor t ewa geldt dan

Ne=tali = \t\'qﬁ\an <%, dus (te—a)'1=t‘1(e—t_qa)"q= é%i ol ak; de

convergentie van de reeks is uniform in t voor teW,. Op grond van

/1 "1 P /] - ‘/1 -
T %.(te—a) dt= =y % (te-a)” 'dt=

o -
- a¥ ‘J s ¥ gt=e, 1
K= 2 Trl

/‘
In het algemene geval schrijven we r(t)= E%%%-met polynomen p(t)

eigenschap 5 op blz, M 30 geldt

en q(t) dusdanig dat alle nulpunten van g(t) polen van r(t) zijn., Nu
kan men schrijven p(t) afs) - p(s) a(t) = (t-8) ;26 D, )tJ met polyno=

men p.{s). Men mag hierin voor s substltueren en v1ndt dan

N2
o(¢)ala)ep(ada(t)=(ve-2 % I, v 1s
e(t)e - 2(a) = a(t)™" p(t)e - q(a)™" p(a) =
= a(6)™ 4(a) 7 {p(%) afe) - t) o(a)} =

N~
= q(t)"q q{a)"q te-a)

M

o

Py a)tJ. Dus er geldt
j=
41 5

A ety (tera)™ ! at = r(a) 2 j(te-a)"1 dt +
271 y 271 W

e J a(t)™"

grond van het reeds bewezen gedeelte der stelling en op grond van het
feit dat q(t)”

3

tJ dt = r(a); het laatste geldt op

-1
+ a(a) 5?% pyfa)

BN

snalytisch is in S (hulpstelling 2).

Een functie F(z) gedefinieerd op een verzameling V CA en met func-
tiewaarden in A heet analytisch in a als er een omgeving O van A en een
rij rationale funecties %Pm(t)} bestaat, z4 dat 0 CV, 26 dat alle po-
len van alle r (%) in ¢

z) liggen voor alle z €0 en z4 dat F(z)=

= lim rm(z) uniform vaior alle z €0,
m— o
Een functie F(Z) gedefinieerd op V heet analytisch in V als zi1]

analytisch is in leder punt van V. Dit impliceert dat V open is.

Opmerking: F behoeft niet op de gehele V limiet van eenzelfde rij
rationale functies te zijn.

Hulpstelling 6 (Runge-Montel). Als S een open verzameling in het
complexe vlak en als f(t, eenilocaal—analytische complexe functie op 3
is, dan is er een rij rationale functies rm(t) , z6 dat alle polen
van alle rm(t) buiten S liggen en 1lim Pm(t)zf(t) voor alle t &3, waar-
bij de conzergentie uniform is in 81 C?ompact deel van S.
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Opmerking. De ligging van de polen van rm(t) kan hog verder wor-
den voorgeschreven: als X een (eventueel lege) verzameling in het com-
plexe vlak is, dle disjunct is met S en die met elke begrensde compo-
nent van het ¢omplement T van S een niet-lege doorsnede heeft, dan kan
worden voorgeschreven, dat alle polen van alle rm(t) in X liggen., Men
kan dus een toegelaten X verkrijgen door in elke begrensde component
van T een punt te kiezen., Bij deze formulering 1s hulpstelling 3 op
plz, M 15 een speciaal geval van deze stelling. Als n.l. alle componen-
ten van S enkelvoudig samenhangend zijn, heeft T geen begrensde compo-
nenten en kan voor X de lege verzameling worden gekozen; alle Pm(t)
zijn dan polynomen,

Stelling 2. Laat S- een open verzameling in het complexe vlak zijn
en £(t) locaal-analytisch op S. Als zeh, als ¢ (z) €S en als U, een
(¢’(z),8)-verzameling is met georiénteerde rand W_, dan is

1 jf(t)(te—z)'1 dt
271 W
Z

op grond van hulpstelliné 5 onafhankelijk van de keuze van Wz. Deze in-
tegraal definieert een analytische functile F(z) op de verzameling H
bestaande uit alle z €A met & (z)cCS. En wel geldt, als rm(t)l een
rij rationale functies is met polen buiten 3, zé dat 1im r_ (t)=f(%t)
voor t €S en wel uniform in elk compact deel van S, dggac§imm r (z)=F(z)
voor alle z &€H, terwijl bij iedere a €H een cmgeving bes%ggg? wgar deze
convergentie uniform is,

Bewijs: De verzameling H is open op grond van de compactheld van
het spectrum en op grond van stelling X op blz, M 31. We bewijzen nu
dat F(z) analytisch is in 2 €H. Laat U, een (¢(a),S)-verzameling zijn
met georiénteerde rand Wa, den is er een omgeving Oq van a zodat voor

z &0, geldt, dat G (z) cU,, dus dat U, een (¢(z),S)-verzameling is. Dus

Flz) = 1 J‘ f(’c)(‘<:<—:u~z)_,1 dt voor z €0,.
21
Wa

We bewljzen nu dat er een omgeving 02 van a bestaat zodat

H(te—z)'q\] begrensd is voor z €0, en t &W_. Noem daartoe « =
= max n(te—a)_qﬂ , dan is o 3»0. Neem voor O, de %ct_q-omgeving van 2.
a
1

Op blz. M 28 is bewezen dat uilt \lx—xou < 5 \x 1

’1\\' volgt dat
-1 . =1 -1y 2 °,

lix -xo W€ 2 x x| %, | ©. Neemt men hierin z=te-z (te&W_, 2602)
en x =te-a, dan 1s x-x _=a-z en |la-z| <3 4:1;5% “(te-a)"qﬂb"q, dus
H(te—z)'q-gte—a)_qn < 2 \iz-a |l H(te—a)_q%\2<;d_, dus “(te-z)'q\\<_20k.

Noem O=Oqf\02.
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Volgens hulpstelling 6 is er een rij rationale functies %Pm(t)g
met polen buiten S, zodat lim r (t) £(t) voor t €S en zodat de conver-
gentie uniform is in leder coﬁgéct deel van S, in het bijzonder dus op
W_. Dus %ip rm(t)(te—z) =f(t)(te—z ~1 Uniform in t en z voor t e,

a

jo_ v}
en ze0, " Met behulp van stelling 41 vinden we

P(z)= J £(t)(te-z)~ dt= 1im —1 J- v (t)(te-z)"" at =

271 Wa m->o0 2 -1 W,

= 1lim r_(z) uniform voor z €0. Hlermee is stelling 2 bewezen,
m-» oo
Uit stelling 2 leiden we nog de volgende stelling af.

Stelling 3, Als S eer open verzameling in het complexe vlak isg,
als £(t) en g(t) op S locarl-analytisch zijn, 2ls a€A, als ¢ (a)C8S en
als U een (¢(a),S)-verzameling 1s met geori®nteerde rand W, dan geldt

1 j~f(t) g(t)(te—a}“1 dt = — _J f(t)(te—a)"1 dt 4Jg t)(te- a\q
2L W 271 W 2-Ti W

Bewijs: Laat {rm(t)} en r;(t) rijen rationale functies zijn
met polen buiten 8, zodat lim r_(t)=f(t) en 1im r*(t)=g(t) voor
t €S en wel uniform in e]kmégﬁg;ctmdeel van 5, ™ Déﬁ’ggldt
lim v (t)r “(t)=r(t)g{t) voor t €S en wel uniform in elk compact deel
Bh"8. Dis stelllng 2 volgt

lim r (a)= J-f(t)(te—a)"q at,
m-s co 2°ri W
k3
lin r,(a)= — f g(t)(te-a)~ " at,
m-+ oo 271

lim rm(a)r;(a) f £1t)g(t)(te-a)" " dt.
m-— oo 2 M1 W

. >* . .
Uit 1lim rm(a)rm(a)= 1im rm(a), lim r.(a) volgt de gevraagde formule.
mn
m~% co m-> =0 m-> oo

Opmerking. Stelling 3 kan ook worden bewezen zonder gebruik te ma-
ken van de ste.ling van Rungc-Montel, We laten dit bewijs hier volgen

(zie ook blz, ¥ 21 midden).
Kies een (U,S)-verzameling U, met geori¥nteerde rand W,. Natuurlijk

is U, ook een (¢'a),S)-verzameling. Voor t €W geldt nu
{
g(t) = 1_ 5 §\f% ds, dus —— j f(t)g(t)(te-a)'1 dt =
271 Wq 271 W

- [ee) < | oele) ag (o) as -

271 W 2M1 W, °°

1 J'f f t)e(s) ( 1

= —— = te-a)” ' ds dt

(2MMi) W W, °°

/]

- -1, 1
Nu is (te-a)” ' -(se-z) LR VP 1\3e—Q) , dus bovenstaande inte-
graal 1s gelijk aan
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1,,_2 J_J’ £ Z)% 2L (Seoa)“q ds dt +
(211) %y )

g S’ f(t)g(s)(‘ce—-a)"1(.36.3-51)“/1 ds dt =
(Qﬂi au

it

[ g(s)(oe-a) "

DAL
Wi

W
1 -g . -1 1 j -1 —
+ st ) £(t)(te-a) at 5wy J g(s)(se-a) '‘ds =
1

i

1 -1 1 j‘ -1
oI g £(t)(te-a) 4t . 7T o g(t)(te-a)™ ' dt.

Stelling 4. Laat a €A en F(z) analytisch in a zijn. Laat-irm(t)}
een rij rationale functies zijn en O een omgeving van a, z6 dat de po-
len van alle rm(t) in p(z z) liggen voor alle z €0 en 1im r ( Y=F(z)
uniform voor z €0. Dan is er een open verzameling S 1n het oomplexe
vlak met ¢’ (a)cS, z6 dat alle polen van alle rm(t) buiten S liggen en

r (t) voor t &S uniform convergeert naar een op S locaal-analytische
functle f(t . Bij elke (d(a) S)-verzameling U met georiénteerde rand W
bestaat een omgeving 0* van a, z4é dat voor z »O geldt s(z) ¢U en

P(z) = £(t)(te-z)" " at

Als 8, een open verzameling in het complexe vlak is me?® cf(a)c_sﬂ, als
£.(t) een op 3, gedefinieerde locaal-analytische complexe functie 1is,
als U, een (¢(a), S, )-verzameling is met georiénteerde rand W, en als
Oq* een omgeving van a is z46 dat voor z CO,l geldt cf(z) CEH en

v .
F(z) = 557 ) fq(t)(tewz) dt,

4
dan is er een open verzameling S2 in het complexe vlak met SQC_ersq,
s’(a) €S, en £(t) = £,(t) voor tesS,

Bewijs: a + te is een continue functie van t, Er is dus een ¢ > 0,
zodat voor |tl< p geldt a+te €0, Laat S de ( -omgeving van S (a) zijn,
dan is S open en bij iledere A €8S bestaat een pe« (a), zodatli-pmicp.
De polen van rm(t) liggen buiten S: neem n.l. A€ S en }quy( a), z6 dat
\A-pml < p , dan is a+(A - p)e €0 en A=ypr(A-p)ed(ar(A-p)e),
dus A geen pool van r (t). Kies & »9; er is dan een N z6 dat voor m >N
en k3N geldt | r ( ) - Pk( z)l < & voor z €0. Noem q(t):rm(t)-rk(t), dan

s la(a+te) || <& voor |tl< < p. De polen van q(t) liggen buiten S. Kies
een A €3S en daarbij een pe€S (a) zodat ‘A~~}L\<\?. Noem
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ol (t __Li:_)__q_(j_\_ dan liggen de polen van g, (t) buiten S, Omdat
o (a+( A - p )CS mogen we in (A t)o (t)= ( -q(t) voor t substitueren
a+( A - e, Dlt geeft ( pe-a)g ,‘(a+(/\—p.) e)=a(A)e-qg(a+({ A - w)e), Omdat
wec(a) is se-a singulier, dus, op grond van stelling I 3 op blz. M26,
(;Le~-a)q,](a+( A-p)e) singulier, dus g(A)ec(q(a+(A-p)e)), dus, op
grond van het bewijs van stelling VIII op blz. M28, iq( )\)]ﬁ

< la(a+( A-pn)e ) < ¢. Daarmee is bewezen dat 3r (t)} uniform conver-
geert voor t €S. De limiet is dus een locaal- analytlsche functie £(t)
gedefinieerd op S.

Uit stelling X op blz. M31 en uit de compactheld van g (a) volgt,
dat er een omgeving 0, van a bestaat z6 dat voor z €0, geldt @ (z) ¢U.
Noem 0" = Omo,]. Omdat verder alle polen van alle r'm(t) buiten B, dus
buiten U liggen, vinden we uit stelling 1, dat

r(

2l
is \}(te-z)'q“ vo r t €W een continue functie op een compacte verzame-
ling, die dus begrensd is. Omdat verder W €S, geldt lim rm(t)(te-z)_1=

- -
=f(t)(te-2z) T uniform voor t €W, Hieruit volgt m=es

z) = 1 _S rm(t)(te—z)“q dt voor z €0 . Voor iedere vaste z €0’
W

F(z) = 1im r_(z) = lin -—'L_,-jr»m(t)(te-z)‘1 dt =
i

m=e oo m—-brbogﬂl
1 ( -1
= Eﬁﬁi.) £(t)(te-z) ' dt.
W

Noem nu S3 = 5nS,, dan is S3 open, < (a) C_SB en £(t) en f’l(t)
beide gedefinieerd op 83. Kies een (¢ (a),SB)—Verzameling U, met ge-
oriénteerde rand w2 en een omgeving O2 van a zodat voor 2z eO2 geldt

*
¢’ (z) CU,. Noem 0g= 0 N0, NO,. Voor z €0y geldt dan

F(z) = éﬂﬂff £(t)(te-z)" " at,

1

F(z) = pioy %~ r,(t)(te-z) -1 ag,

i

Noemen we 8(1:) = £(t) - f,l(‘c)j dan geldt voor z 603:

I
O = 537 4

%(t)(te-z)'1 dt.
2
Er is een f’l>0’ zodat voor {tl(f,‘ geldt a + te &OB. Laat S, de p4-
omgeving van & (a) zijn. Stel dat er een X €3, is, waarvoor %(A);!O.
Er is dan een uec(a), zodat |A-p| <y, dus a+( A-pe €05 . Noem

hit) = (t’)‘;\q '\), dan is h(t) analytisch in S5 Verder is g(t) =
= g(A)+{t-A)h(t); vult men dit in de gegeven betrekking in en stelt
men z=a+( A-p)e, dan komt er (onder toepassing van stelling 1)
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0 = %(A)e + g—% j (t- A)n(t)(te-a-(A - pv)e)‘/‘ dt.

Wy

Past men hierop stelling 3 en stelling 1 toe, danivindt men
. -1 -1
e = ()&e—a)%(k) ?é%i'én n(t)(te-a-( A-p)e)” ' dt.
2

Dus se-a heeft een rechtsinverse die met pMe-a verwisselbaar 1is.
Hieruit wolgt P'ef(a>: hetgeen niet zo is. Dus %(t) = 0 vo'r alle t €5,.
Daarmee is het bewijs van stelling 4 voltooid.

Uit stelling 4 volgt, dat als F(z) analytisch is in oe en als
£(t) de volgens stelling 4 bij F(z) behorende complexe functie is,
P(ote)=f(t)e geldt. We hebben immers F(ae)= lim rm(oae)=

= lim rm(uJ e = f(ot)e. m=> <9
m-2 ©o
“Als F(z) analytisch in a is, dan is volgens stelling b
F(z) = §lﬁi-f f(t)(te~z)‘1 dt voor z in een zekere omgeving van a, Vol-
W

gens stelling 2 is het rechterlid echter gedefinieerd en analytisch
voor alle z met ¢’ (z)cCS. Op deze wijze vinden we dus direct een ana-
lytische voortzetting van de functie voor alle waarden van zZ waarvan

1 met reguliere c, We

het spectrum in $ ligt, dus b.v, voor alle cac”
merken echter op, dat deze z-verzameling niet altijd samenhangend is

(zelfs niet in MR,, als S niet samenhangend is).

We maken nog cnige gevolgtrekkingen ult de bewezen stellingen.
Hiertoe eerst de volgende hulpstelling.

Hulpstelling 7. Als S een open verzamellng in het complexe vlak
is, als f£(t) locaal-analytisch op S is, als a €A, als o’(a) ¢S en als

U een (6°(2),3)-verzameling is met georiénteerde rand W, dan 1s

-1
b = 211

plex getal A€ T(a) is, waarvoor f£(A)=0.

f(t)(te~a)‘1 dt dan en slechts dan singulier als er een com-

Bewijs: Stel cerst dat er een A €G(a) bestaat met £(A) = 0. Vorm
g(t) :igg%;, dan is %(t) locaal-analytisch op S. Op grond van de stel-

lingen 3 en 1 geldt dan

b= ?%?T é-g(t)(te—a)_q at Eé%i-é—(t—lk)(te-a)'q dt =

- g%ég(t)(te_ar“ dt (a- Ae).

Daar a- A e singulier is, is op grond van stelling I op blz .M26 ook b
singuliler.,

Stel nu dat £(t)#0 vo~r alle t €& (a). Op grond van de continuiteit
van f£(t) is er een open verzameling S, ¢S zodat Cf(a)clS,1 en f£(t):#£0
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voor alle t €3,. Neem nu een (<f(a),Sq)-verzameling U, met georiénteer-

1
de rand wq, dan is op grond van hulpstelling 5
b = ngf j. f(t)(te—a)_q dt. Verder 1s f(t)“q locaal-analytisch op S,
W
1 _ .
dus op grond van de stellingen 3 en 1 geldt voor c= Elfi J £({t) 1(te—a) at
dat e=bc=cb, dus is b regulier. W, |

Stelling 5. ("Spectral Mapping Theorem" van N.Dunford). Als a €A,
als F(z) analytisch in a is en als f(t) de op grond van stelling % bij
F(z) behorende in een omgeving van &' (a) gedefinieerde locaal-analyti-
sche complexe functie is, dan is O (F(a)) de verzameling van de com-
plexe getallen f(t) voor t € ¢(a) (kort geformuleerd d(F(a))=£(G (a))).
Hulpsfé%%f%ﬁ'? zegt, dat 0 € ¢(F(a)) dan en slechts dan als O ef(c'(a)).
Pag dit toe op f- & , F-ee in plaats van f,F.

Opmerking: Vergelijk stelling 5 met stelling II op blz, M27.

Stellinglé. Als Sq en 82 disjuncte open verzamelingen in het com-
plexe vlak zijn, als a €A, als dKa)(ZSq\)SQ en als S, ~ < (a) niet leeg
is, dan bestaat er een omgeving O van a, zodat voor z £0 geldt, dat

Sq»\G%z) niet leeg is.

Bewijs: Definleer een locaal-analytische functie f£(t) op S4v 8,
door £(t)=1 op S, en £(t)=0 op S,
pij £(t) behorende analytische functie zijn. Omdat S, n ¢ (a) niet leeg
iz geldt op grond van stelling 5 1é€«(F(a)). Veronderstel nu dat de

en laat F(z) de volgens stelling 2

stelling onjuist 1s. Dan bestaat er een rij {ak} zo dat lim a,=8a,
. . k=2°°
Sqr\cr(ak) leeg is en G‘(ak)c:s,lus2 voor alle k. Dan is F(ak)=0 vour

alle k en dus, op grond van de continuiteit van F(z), F(a)=0 in strijd
met 1ea (F(a)).

Als voorbereiding tot de stelling over eenduidigheild der analyti-
sche voortzetting bewijzen we de volgende hulpstelling.

Hulpstelling 8. Als F(z) analytisch is in een open verzameling V CA,

dan is de verzameling H bestaande uit die punten van A, die een omgeving
bezitten waar F(z) identiek nul is, gesloten inV (dus V-H is open).

Bewijs: Laat b een randpunt van H inV =zijn. Op grond van stel-
ling 4 is er een open verzameling S in het complexe vlak met < (b) ¢S
en een op S locaal-aznalytische complexe functie f(t), die met F(z) cor-

respondeert vorr z in een omgeving O van b. Neem nu een rij punten
iakﬁ met a, ¢H O en k%i%m a,=b. Uit stelling 4 en a, €Hn0 volgt dat
er een omgeving van o (a ) bestaat waar £(t) identiek nul is; hierult
volgt dat f(t) identiek nul is in iedere component van S die met een
der ¢« (ak)ﬁeen niet-lege doorsnede heeft.

Op grond van stelling 6 bestaat bij iedere component S,1 van S, die met
6 (b) een niet-lege doorsnede heeft een k zodat Sqf\d;ak) niet leeg i:i;
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dus is f(t) identiek nul op S5,. Er is cen omgeving 0, van b zodat vorr
z €0, geldt dat ¢ (z) ligt binnen de vereniging van de componenten van
S die met cf(b) een nict-lege doorsnede hebben. Hieruit volgt direct

F(z)=0 vo r z €0,, dus b €H, waarmee de stelling bewezen is.

/]’
We geven nog een tweede bewijs woor hulpstelling 8 aan. Laat b een
randpunt van H zijn, en b €V, Laat &ak} een rij punten van H zijn met
lim a,=b. Bij elke k iz er een f, >0 zé dat F(a, +Be)=0 (1@} < ¢,).
Seo K k k S
§olgens stelling 4 iz er een omgeving S van ¢ (b) en daarop een bij F(z)
behorende locaal-analytische functie £(t). Z1J Fq(z) de volgens stelling
2 met behulp van f(t) als integraal gedefinieerde functiec, In een omge-
ving 0 van b is dus Fq(z)=F(z). Kies &3>0 zd dat de o -~omgeving S g

<,

van o’(b) tot S behoort. Voor k >k (©) 1is nu d(ak) CSy g - F,I(ak+@e) i
2

cen analytische functie van de complexe variable €@ vo.r 1@ < 3 6.

Kies 'Ek z6 dat O <‘Ck <Py terwijl ak+@e &0 vorr alle \®) <tk, Voor

|®| <« T is nu Fq(ak+(30)=F(ak+()e)=O. Blijkens de machtreeksontwikke-

ling bovenaan blz. M34 is Fq(ak+(3e)=o voor 1@l = L6, a1s 1©®) <16 1y

o (b+8e)Cs, dus Fq(b+%9e) gedefinicerd. Verder is P, (z) continu in

b+ ©e, dus, bij vaste O (161 < 18&), is F,’(ak+®e) —F,(b+Oe). Derhalve

is F,(b+@e)=0 (181 < £%), zodat £(t)=0 in Sy g - Derhalve is er een on-

geving O, van b (0, € 0), waarin F(z)=0,

1 1
Sgelling 7. (Hoofdstelling der analytische voortzetting). Als F(z)
en G(z) analytisch zijn in een gebied G CA en als er een a £G is, dile

een omgeving bezit, wasr F(z)=G(z), dan is F(z)=G(z) voor alle z &G.

Bewijs: Definieer H voor de functie F(z)-G(z) als in hulpstelling 8.
Dan geldt a €H, dus H is niet leeg. Verder is H gesloten in G op grond
van hulpstelling 8 en verder uiteraard open (in G). Omdat G samenhangend
is, geldt dus H=(.

Er valt nog op te merken, dat de in de gewone functietheorie gel-
dige verscherping van stelling 7, die toelaat om uit het felt dat de
twee functles in een zich binnen G verdichtende rilj punten overeenstem-
men te concluderen, dat ze identiek zijn, hier niet geldt. Voorbeeld:

A=MR,, , de functie 22 is nul voor alle (8 g)met willekeurige complexe t©.

Stelling 8. Als F(z) analytiszsch is in A, dan is er een gehele func-
tie £(t) zodat F(z) overal de volgens stelling 2 bij f(t) behorende
functie is.

Bewijs: We weten, dat F(oe)=f(a)e, waarin £(t) overal analytisch
en dus geheel is., Laat®{z) de volgens stelling 2 bij £(t) behorende
functle zijn. In een omgeving van O corresponderen zowel F(z) als G(z)
met £(t) en.zijn daar dus identiek. Volgens stelling 7 geldt F(z)=G(z)
voor alle z &A. '
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Stelling 9. (Liouville) Als F(z) begrensd en analytisch 1s in A,
dan is F(z) constant en wel = Ae met constante complexe A .

Bewijs: Uit F(we)=f(a)e, volgt dat f(t) begrensd en dus constant
=Ae is, Dus F(z)= Ae voor alle z €A,

Stelling 10. (Maximumprincipe) Als F(z) analytisch is in V en G
is een gebled met G ¢V dan is er een a op de rand van G, zodat \|F(a)ll=

=Zﬁ§X§!£F(z)“ .

Bewijs: Stel dat er een b €G bestaat met\]F(b)“ = ma§'“F(z)“ = al,
Beschouw de verzameling van de complexe getallen t waa%f%%r b+te €G en
hiervan de component S die O bevat; dit is een gebled. Nu 1s F(b+te) op
S een analytische functie van t in de zin van blz. M32; ult het maximum-
principe (blz.M33) volgt, dat ||F(b+te)ll = voor t €S en dus voor t &5,
Op S 1ligt een randpunt van G.

Ook hier geldt het versterkte maximumprincipe (zie blz,M41) niet;
dit zien we met een analoog voorbeeld in. In dezelfde algebra definiéren
we in een omgeving van (1,0) de functie F( A, )= (1, p). Deze functie
is analytisch; de bijbehorende f(t)=1 in een omgeving van 1 en t in een
omgeving van O, Deze functie heeft constante norm =1,

Tenslotte nog een toepassing van stelling 7.

Stelling 11, Als G een gebied is in A, dan is V= \J &’ (a) een
a&l

open verzameling met een eindlg aantal componenten.
Bewijs: Dat V open is, 1s duldelijk. Neem een b €G. Ult Heine-Borel
volgt dat slechts eindig veel componenten van V een niet-lege doorsnede
met &' (b) hebben. Stel dat V, een component van V is, zodat V, m g (b)
leeg is en laat c €G zo zijn, dat c?v"(c)rﬂ\f,I niet leeg 1s. Definieer
£(t)=1 op V, en f(t)=0 op de rest van V. De op grond van stelling 2 met
f(t) corresponderende functie F(z) is O in een omgeving van b en #0 in
¢ op grond van stelling 5. Dit is in strijd met stelling 7: dergelijke
componenten bestaan dus niet.
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Colloguium Matrixfuncties 1955-1956

o,1l.v,

Prof.Dr N.G.de Bruijn

Zesde voordracht

door
Prof.Dr N.G.de Bruijn

23 maart 1956

Voor cen in alle opzichten bevredigende beschouwing van meerwaar-
dige analytische functles en hun singulariteiten is de studie van Rile-
mannse oppervlakken onontbeerlijk. Het is duidelijk dat ditzelfde ook
voor matrixfuncties en Banachfuncties geldt.

Eigenlijk zijn er, in het klassleke geval van gewone complexe
functies, twee verschillende begrippen die beide de naam Riemanns op-
pervlak dragen. Ter onderscheiding zullen we het eerste Riemanns dek-
vlak noemen,

1°. Een Riemanns dekvlak is het boven het z-vlak uiltgespreide Rie-
mannse oppervlak van gen functie w=f(z). De vertakkingspunten blijven
hierbij een speciaal en singulier karakter dragen. Men kan echter de

omgevingen ervan topologisch en analytisch beschrijven met uniformize-

rende parameters, die zeélf meerwaardige functies van z zijn,

20. Riemanns oppervlak. Door de collectie van alle uniformizeren-

de parameters en hun onderlinge relaties als primalre gegevens te be-~
schouwen, gaat men over tot de conceptie van Klein., In eerste instan-
tie komt dat erop neer, dat men zich losmaakt van het z-vliak, en een
opperviak maakt waarop twee complexe functies worden beschouwd, z en w,
die nu analoog worden behandeld. In de tweede plaats maakt men zich los
van de gegeven ontstaanswijze uit de functie f(z), door alle op het op-
pervlak analytische functies gelijke rechten te geven. (Analysisch be-
tekent hier: analytische functie van de uniformizerende parameters,
evenals z en w dat zijn).

Men komt zo tot het begrip van een topologische ruimte, die locaal
de structuur van het complexe vlak heeft, en waarop een analytische
structuur bestaat. Dit laatste wordt zd opgevat, dat er (althans locaal)
een klasse K van functies bestaat met de eigenschap dat er bij elk punt
P een in een omgeving van P gedefinieerde functie (z.g. uniformizerende
parameﬁer) uit K bestaat waarvan alle andere functies uit K analytische
functies zijn. Het is a priori niet briviaal dat er op het beschouwde
oppervlak dveral analytische of meromorfe functies bestaan, ,

Men kan zich ook nog min of meer van de "topologische ruimte" los-
maken door slechts over de in het complexe vlak gelegen beelden van de
uniformizerende paremeters en hun onderlinge relaties, te spreken, Dit
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is echter geen wezenlijke uitbreiding van het begrip Riemanns oppervliak.

De overgang van 1° naar 2° werd hierboven reeds duidelijk gemaakt.
Omgekeerd kan men steeds proberen om uilt twee functies z en w op een
R.0. een Riemanns dekvlak te maken door punten met gelijke z-waarden
boven hetzelfde punt van het z-vlak te leggen. Dit wordt slechts dan
het dekvlak van een functie w=f(z), wanneer het niet voorkomt dat in
verschillende punten P en Q uniformizerende parameters tP en tQ kunnen
worden gekozen z6 dat z en w in een omgeving van P dezelfde functies
van ?P zijn die zij bij Q van tQ’zijn.

Tegenwoordig duidt men vaak met "Riemanns oppervlak" oppervlakken
aan die slechts cen conforme structuur bezltten, en waarop men slechts
harmonische functies kan beschouwen, Een analytische structuur is ecn
conforme structuur mct een gegeven orientatie, Wij zullen ons hier bij
de analytische structuur houden. (Niettemin bicdt deze genecralilsatile,
die met de automorfic z-sZ van dc algebra der complexe getallen samen-
hangt, voor de Banach algebra's ongetwijfeld perspectileven, aangezien
daar een grotere rijkdom aan automorfie&n kan optreden),

De gebruikelijke definitie kan zonder veel moeite worden gegenc-
raliseerd tot het geval waarin mén de algebra der complexe getallen
door cen willekeurige Banach-algebra A vervangt., Zo komt het begrip tot

atand dat we A-vari&teit zullen nocmen,

Een A-variéteit is een Hausdorff-rulmte waarop ceh systeeem van
uniformizerende parameters is gedefinieerd, waaraan nadere eisen worden
opgelegd.,

Een Hausdorff-ruimte is een rulmte waarin een collectie van verza-
melingen is gedefinicerd die "open verzamelingen” worden genoemd, die
voldoen aan de gebruilkelijke cisen betreffende doorsnede van evindig
vele en vereniging van willekeurig vele, en bovendien aan het scheidings-
axioma van Hausdorff (is P#Q, dan hcbben P en Q disjuncte omgevingen;
omgeving van P = open verzemeling dic P bevat). Samenhang van de ruimte
wordt niet gepostulecrd, en evenmin wordt gedist dat cr ecn aftelbare
basis voor de open verzamelingen is, Anderzijds leveren de nog Te be-
spraken eisen over de uniformizerende parametors sterke verdere gege-
vens over de topologie; i.h.b. blijkt de A-varicteit de vereniging te
zijn van aftelbasr vele metrizeerbare stukken,

Een uniformizerende parameter (afkorting u.p.) is ecn topologische
afbeelding van ecen open deel van de A-varidteit (verder met M aan te
duiden) op'een deel van de algebra A. Topologische afbeelding betekent
hier: .
1%, éénéénduidige afbeelding;

2%, correspondeert PE M met ae A, dan 1s e¢r bij elke omgeving Oa van a
een omguving,JlAP van P te vinden die binnen Oa wordt afgzbeeld;
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3 = . . . e e
3“. Als 2L, doch met verwisseling van P en a, In plaats van 27+3° kan
men zeggen: open verzamelingen gaan wederzijds in open verzamelingen

over,

Er wordtnu van de Hausdorff-ruimte ge&lst dat er een systeem van
u.p.'s is, dat is een collectie die aan U1 en U2 voldoet. De u.p.'s
uit deze collectie duiden we hier met grickse letters ¢ ,Q),... aan,

#*
U4, Zijn ¥ en 41 beide gedefinieerd in P, dan is er een omgeving Jfl
van P, waarop # en QJ beide gedefinieerd zijn, en een op P (KT%) gede-
finieerde analytische Banachfunctie F, zé dat F(¢ (Q))= ¢(Q) voor alle
oe (17 ‘
U2. Er is een aftelbare déelverzameling qu,‘?2,... van u.p.'s in de
collectie met de eigenschap dat er blj elke PE M een index n is zb dat

ELPn in cen omgeving van P is godefinicerd,

Een analytische functic op c¢en open deel V van M is een afbeelding
F van V in A met de eigenschap dat voor elke P&V en voor elke in P ge-
definieerde \p geldt dat F(kp_q(a)) analytisch is in het punt a=(P).
Wegens U1 is het voldoende dit voor slechts één*p te elsen,

Hebben we in een Hausdorff-ruimbte twee systemen van u.p.'s dan
zijn daarmee twee A-varifteiten gedefinicerd. We noemen deze eqguivalent
als deze beide systemen samen weer een systeem vormen, Dit betekent
wegens U1 dat analytische functies op de ene varié&teit ook analytisch
zijn op de andere, en er ig dus geen reden om de twee variéteiten als
wezenlijk verschillend aan te zien,

Is tpi €en u,p., dan geven we zijn definitieverzameling met J:li
aan, en het beeld daarvan in A met Lpi(l31)=oi. 17—1 is een open deel
van M, en Oi is cen open deel van A, De index 1 is gekozen ult een
(niet noodzakelijk aftelbare) indexverzameling,

Laat peLL 1 ﬂj zijn, en @, (P)=a, Y, (P)=b, dus 8 €0y, b €O,.
We zullen nu het paar (Oi,a) equivalent noemen met het paar (Oj,b).

We kunnen ons nu van de Hausdorff-ruimte losmaken door alleen nog
maar over de Oi's en de equivalenties te spreken, waarmee onze beschou-
wingen dan geheel in A blijven.

Laat gegeven zijn een collectile open verzamelingen Oi in A (i
doorloopt cen indexverzameling S). In de collectic van alle paren
(Oi,a)(ié S,a ¢ Oi) ziJ ecn cquivalenticrelatic o2 gegeven die aan de
volgende eisen voldoet:

E1., Ruflexief, symmetrisch, transitiel.

E2, (Oi,a)w(oi,b), slechts als a=b,

E3. (Oi,a) AJ(Oj,b), dan is c¢r <en omgcving dﬁt(aéif*(_oi) en daarop
¢en analytische functic F met F(a)=b, en
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R(2) €05 (05,2) ~ (04,F(2)) (zeO).
EY, is de vertaling van de Hausdorff-conditie, We kunnen die in twee
cquivalente vormen goeven:
E4?, Zijn (Oi,a) en (0,,b) niet equivalent, dan zijn er omgevingen o
(aéO#cOi) en o**(beo*”’?_oj) zé dat cr geen enkele relatie (Oi,c)N(Oj,d) '
. pestaat met ce0F aed ’
L OBMb, Is (05,8,) o0 (04,0,) (k=1,2,...), 2792 €0;, Deyb €0y, dan is
(oi,a)nu(oj,b).

De afleiding 4q~94b is triviaal; 4q~%4a volgt uit het feit dat A
metrisch is, dus dat er rijen Op—ba ¢n Op —b bestaan.
E5. Er is cen aftelbaar deel S ¢ 8, zé dat elke (Oi,a)(iﬁ;S,aeiOi)
cquivalent is met cen (On,b)(j@.SO,thj).
E6 (Gevolg van E1 t/m E5§§:Zij Oij de verzameling van alle a €0, waar-
bij een twioj bestaat met (Oi,a)ru(oj,b). Voor elke ae.oij is b wegens
E2 eenduidig bepaald. Stel de afbeelding die aan elka atioij de bijbe-
horende t)éCHj_tocvoegt, door Fij voor, (dus F, . (0O is

k

13(044)=0445 en Fyy
de inverse afbeelding van Fij)' Dan zijn Oij en Oji open, en Fij is
een topologische en analytische afbeelding van Oij op Oji'

Bewljs, Zijzaé(%i, Fij(a)=b' Wegens de symmetrie is het voldoen-
de te bewiljzen dat er bij elke omgeving O" van b(O“C,Oji) een omgeving
0' van = (O'c;oij) bestaat die door Fij binnen 0" wordt afgebeeld, en
waarop Fij analytisch is, Laat O%“en F de in E3 genoemde omgeving en
R
functie voorstellen, Wegens E2 blijkt direct dat F=F.,, op O MO, ..
13 id

Daar F analytisch, dus continu is, 1s c¢r een omgoving O,l van a
(0% 6 o0

X iJ
O;* analytisch,

ydie door Fij binnen 0" wordt afgebeeld, Tevens is Fij op

¢ zullen een collectiec open verzamelingen Oi met equivalentie-
relatics die 2an E1 t/m E5 voldoen, een concrete A-variételt noemen.,

Gemakkelijk is in te zien da2t een A-vari€telit, door op de
%)i( i)=Oi op triviale wijze de eguivalenties te definiéren, aanlei-
ding geeft tot een concrete A-variiteit (Hausdorff-conditie voor M
impliceert E4?; E2 volgt uit de $énéénduidigheid van de P is; E3 volgt
uit U1, E5 uit U2).

Hebben we omgekeerd een concerete A-variéteit, dan is die afkomstig
van een M met P's. We definidren M daartoe 21s volgt:

Een punt van M is een volledige klasse van onderling cquivalente
paren (Oi,a); M is de verzameling van al deze klassen.%?i igs gedefi-
nieerd op d¢ collectic van alle klassen waarin een paar (oi,a)(ae;oi)
voorkomt, I8 P de klasse van (Oi,n), dan definidren we g)i(P)za, Mede
wegens E2 is dit ecen &éndénduildige afbeelding. Een open verzameling op

M is gedefinicerd als ecn vereniging van willekeurig vele verzamelingen

X:Zij icS, jes.
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van de vorm "~ (O ){0c 04, 0 open).

We bewiljzen nu dat M een Hausdorffruimte is, De Hausdorffconditie
volgt uit E4a. De els over vereniging van willekeurig vele is natuur-
1ijk vervuld,~Wat betreft de doorsnede van eindig vele kunnen we ons be-
perken tot het beschouwen van de doorsnede van een q>i'1(0') en een
kpj‘“(‘o“) (1es, jes, 0'c0y, 0"CO,). ,

We moeten aantonen dat deze dosrsnede open is., De doorsnede 1s

(1) k{)_l-’l %O'nFji(ojiﬂO”)}.

e

De vorm tussen accoladen is een open deel van 0, (blijkens E6), en
het beeld daarvan in M is per definitie open,

We moeten nog laten zilen dat q>i een topologische afbeeld%ng is,.
Triviaal ig dat een open deel van 0, in een open deel van Lpi" (Oi)=£1:,L
- overgaat. ZiJj vervolgens een open deel van 4o €D @ gt?i(fl).
 Daar 4 L open is, is er cen ij_1(0%93 met
O&L&{-C_ Oj: 9 i—’l(a)Eij—’\(O%%)C ﬂ .

p ,'4(6**) is de doorsnede van kpj'ﬂ(d%*ﬁ met LPi_q(Oi), en 1s dus,
blijkens (1), cen tPi'q(d%), waarin O¥ een omgeving van a is in O, . Der=-
halve bevat ¢ .({) ecn omgeving van a, Daar dit voor elke a&t@iﬁfi)
geldt, is q)i( ) open,

Het is nagenowg triviaal dat onze M aan U1 en U2 voldoet. Zelfs

 geldt, als directe vertaling van E6,

U3, Zijn P en 4} u.p.'s en is.fﬁlde doorsnede van de definitieverzame-
lingen van @ en 4}, dan de door F:LP.kP—q gegeven afbeelding van LP(!))
op 4;(!74 in de gehele 47(110 analytisch., Ook de inverse is analytilsch,
en de door F geleverde afbeelding is topologisch,

§ Voorbeelden. 1°. Z21j O een open verzameling in A, Definieer W op O
; als de identieke afbeelding. Dan is deze O met deze éne u,p. een A-
. vari&teit,

2°. De A-bol. Deze verhoudt zich tot de algebra A (of: de
- A-vari&teit A) als de complexe bol tot het complexe vlak, We definieren
- de A-bol in de vorm van een concrete A-varieteit,

Beschouw alle matrices % = f(x%J, waarin Ci,ﬁ3,a’, 5 complexe ge-~
tallen zijn met XS —/3a'¥0. We stellen ze door*f 4 voor, waarbij i een
. indexverzameling S doorloopt. ‘

Is T = (;‘,g), 0(5—{3()’740, a€ A, dan zullen we zeggen dat <T(a) gede-
finieerd is, als 52}%67 niet singulier is, en we nemen dan

<o) S22
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We merken op dat X a+ (3 en (a’a+5)"1 steeds verwisselbaar zijn. Direct 1s
in te zien dat ¥ (a) dan en slechts dan gedefinieerd is, als de pool van
de complexe functie —E—é?bultbn het spectrum van a 1ligt,

We beschouwen nu alle symbolen T(a)(i€Ss, aeaA)(gcdoflnleerd of niet),
Hierin defini&ren we equivalentie: 't:% )futJ(b) als (tj t )(a) gedefi-
nieerd is en gelijk is aan b. Deze relatie is reflexief, daar t 1{ )(a)
steeds gedefinieerd 1s en gelijk is aan a.

De relatie is symmetrisch. Daartoe tonen we aan:

Stelling 1. Is <T (a) gedefiniecerd, en T(a)=b, dan is T~ (b) gedefini-
cerd en gelijk aan a.

Bewl js.Zonder beperking nemen we aan dat °<5lﬂ35 =1, en

- ($R).

Uit T (2)=b volgt direct -y b+X=( ya+d ) '. Dit is de inverse van
een niet-singulicr element, en is dus niet-singulier, Verder 1is
Sb-f3= af 5a+45)—1, dus inderdaad is 't_q(b)=a.

De relatie is transitief, Laatti(a)w*cj(b), ‘tj(b)r\J"Ck(c), Dan

(3 k) - hd 3
zijn (tj 1ti)(a)=b en (tk ‘tj)(b)=c gedefinieerd. We behoeven nu slechts

T- (55

3

| de volgende stelling toe te passen:
. Stelling 2, Zijn T ( Y en T (tq(a)) beide gedefinieerd, dan is
7 (tz,tq)(a) het ook, bn‘t o(T, (a =(T,T)(a).

mewigze To( S8, T,
 Daar X (a) en T ( 1(8)) gedefinieerd zijn, zijn

0(,]a+(3,l S

r (= e vemrer——————————
516+ Q1Ln 52 JfH-J o

- niet-singulier, Daar ze verwisselbaar zijn 1s hun product

‘ (o™ +Safq)a + (fplyr 6 87)
. niet-singulier, Dit wil zeggen dat (tg‘tq)(a) gedefinieerd is, en het is
~ direct door berekening in te zien dat dit =712(t1(a)) is,

Uit stelling 2 volgt nog: Is ‘tq(a) gedefinieerd, en zijn Tiq(a) en
"tz(b) equivalent, dan zijn beide gedefinieerd en gelijk. (Pas st.1 toe
cop T (7T T () )en T(T,TME,) ) (b) . Omgekeerd: zign T (a) en T 5(b)
~gedefinicerd en gelijk, den zijn zeequivalent. IsT (b)_c dan is 7T, 1( )
. gedefinieerd, en =b (zie st.1). Daar ook T J(a)=c, is't th(a ) gedc-
~ finiecerd en =b, dus volgens st.1 is ( )(a) gedefinlgerd en =b, Dit
. toont de equivalentic aan,

: Uit de definitie van equivalentic volgt nog: Is T.(a)~ T, (b),
' is voor elke T ook TT,.(a)~ TT (b),
: i J

We definieren nu een concrete A-variéteit als volgt. Bij elke 1€ S8

. kilezen we OimA z&1lf, We definilren equivalentie door de afspraak

(Oi,a)f\J(Oj,b) els T, (a) hu'tj(b).
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Een punt van de A-bol is een equivalentieklasse van (Oi,a)'s, maar we
kunnen het even goed als een equivalentieklasse van T i(a)‘s interpre~

teren,
We controleren nu E1 t/m E5,

E1 volgt direct uit de eigenschappen van de T (a)-equivalentie,
E2: Uit T,(a) ~T (b) volgt: (t,” "¢ ,)(a)=b, dus a=b.
E3: Is (Oi,a)nu(oj,b), en 733—17;i='t, dan is T (a) gedefinieerd en =b.
. Nu is T;(x) een rationale functie, en de polen van de complexe functie
; T (%) liggen bulten het spectrum van a. Ditzelfde geldt dus voor alle x
§ in een zekere omgeving 0" van a. Bovendien is daar T (x) analytisch,
% Verder is T j(t(x))rxfti(x), want (ti~1{j)(t(x)) is gedefinieerd en ge-
1ijk aan x (stelling 1). ,
E4. We bewijzen dit in de vorm E4®. Laat dus a,—3a, b —b, en
o aptf3 . . .,
b, = T (yak+cf niet-singulier).
5ak+
Bewezen moet worden dat<y3+-5 niet singulier is, en b=€xa+ﬂ)/({a%§).
. Als 6 =0, dan is dit triviaal. Als ¥ #0, dan is door verschuiving in de
8's te bereiken dat § =0 wordt Wegens Oﬁg—ﬁjylo is nu fd #0, Door verschui-
. ving in de b's is nu te berelken X =0, en we kunnen ons dus tot de
 transformatie bkzak—q beperken, Door limietovergang blijkt nu inderdaad
ab=ba=e, waarult de bewering volgt.
* E5, Neem de aftelbare verzameling SOC.S, bestaande uit alle 1 met de
elgenschap dat alle coeffizienten van T i in het lichaam van Gauss lig-
- gen, Voor elke j& S en elke a€A is er nu een i&.SO te vinden zé dat
(ty™ T,)(a)=b gedefinicerd is, nl. door T i‘“q;j voldoende dicht bij de
% eenheidsmatrix te kiezen, (Zijn J’en & voldoende dicht bij O resp.1,
: dan is 5’a+-5' niet-singulier, daar het dicht bij e ligt), Nu is
: QE(a)rv'ti(b), dus (Oj,a) equivalent met een (Oi’b)’ met 1 €8 .

’Eigenlijke punten van de A-bol, Laat € 1 de eenheidsmatrix voorstellen,
De punten van de (abstracte) A-bol, die voortkomen uit paren (Oq,a) he-
- ten elgenlijke punten, de overige heten oneigenlijk. Het is duidelijk
- dat (Oi,a) dan en slechts dan eigenlijk is, als T i(a) gedefinieerd is,
- Merk op dat tq(a) voor alle a gedefinieerd is,

Als A de algebra der complexe getallen is, dan is er slechts één
oneigenlijk punt (het punt z=co), Is A:MRn, dan zijn er oneindig vele
 onelgenlijke punten., Bijvoorbeeld (n=2) de formele inversen van de A-

O 29, @

?elementen { . Ook is er bijv. een punt dat te beschrij-

00 00 0 C
. n No's) O n
ven is als (O O) » en dat niet de formele inverse van een eigenlijk
‘punt 1s. Wel is het te beschrijven als T(b) met T= (J 7) en b=(3 9).
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Is A=MRn, dan heeft de verzameling der oneigenlijke punten geen
inwendige punten. Bilj elke L (a) kunnen we nl. in een willekeurige om-
geving van a een b vinden waarvoor T (b) gedefinieerd is (eenvoudig
door b=a+Ae te nemen met voldoend kleine 7 ), En als T (b)=c gedefi-
nieerd is, dan is TZ(b)r\rfq(c),eﬂu tq(c) behoort bij een eigenlijk
punt,

Voor willekeurige A 1s dit niet meer waar. Het kan nl. voorkomen
dat er een open verzameling V¢ A is, z6 dat elke ve V singulier is,

Neem nu T::(? g), dan zijn de punten T (v){(veV) alle oneigenlijk.

Eindige overdekbaarheid, E5 spreekt uit dat de A-bol met aftelbaar vele
V‘fli te overdekken is Lfl 4=¢4(05)). Is A=MR_, dan kunnen we de A-bol

reeds met n+1~17.i's overdekken. Kies nloﬁ,v..,, T z6 dat de polen
/]

n+
=1 pehorende functies in het complexe vlak,

- van de bij T~ seeesTopia
| 21,..., an+1’ alle verschillend zijn.
; Kies nu een willekeurig punt T(a) van de A-bol. We zullen bewilj-
% zen dat minstens één der uitdrukkingen (ti~1§)(a)(i=1,...,n+1) gedefi-
§ niecerd is, en dat wil dan zeggen dat het punt T (a) hetzelfde is als
% een punt ’ti(b), en dus op Jl,i ligt. We kunnen nl, van de matrices
%1:1~17:"”’Tn+1—1t ook weer zeggen dat de polen van de bijbehorende
. rationale complexe functies alle verschillend zijn. Minstens één van
% deze polen ligt buiten het spectrum van a (dat hoogstens n punten telt),
- Is dit met de pool van T inq't het geval, dan is (ti'qt)(a) gedefini-
. eerd,

Iets algemener kunnen we zeggen: Als A de elgenschap heeft dat er
~een getal n bestaat z6 dat geen a€ A een spectrum heeft met meer dan n
ipuntun, dan is de A-bol met n+1 w[l's te overdekken,

Omgekeerd geldt: Is er bij elke n cen ag A te vinden zd dat 0 (a)
meer dan n punten bevat, dan is de A-bol niet met eindig vele Jfl's te
' overdekken (Met-fl 's bedoelen we hier de :Pi*q(oi)'s waarmee de A-bol
- gedefinieerd was), Stel nl. dat “(11""’£”n de A-bol overdekken., Daar-
- bij behoren qu,...,'tn. Zoek nu T zdb, dat als

%, (3,
T,i_/‘.t‘—"( 1 (_1),
i 91

ialle 45i's (i:ﬂ,...,n) #0 zijn, Laat a cen element van A zijn waarvan
'polynoom P zé dat P(31)= - §1,..°,P(2n)= - 22, en stel b=P(a), Dan zijn
%81b+ 51,...,&mb+5r]alle sihdulier, Derhalvgn zijn de (ti_qt)(b) geen
van alle gedefinicerd, dus T (b) is niet equivalent met zen Tli(c)

y

;(i:ﬂ,,..,n; ce A). Het punt T (b) ligt dus nict op één der .KLq,...,-Sl .

gde n verschillende getallen }1,..., Hn eigenwaarden zijn, Bepaal het

n
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De A-bol is samenhangend, Eerst laten we zien dat elk punt ver-

bonden kan worden met een eigenlijk punt. Trek nl., door een willekeurig
punt (0,,a) de 1ijn (0,,a+ AY(0g D <0), Hierop liggen eigenlijke pun-
ten, Want gj_en 5-1 (de elementen van de onderste rij in t:i) zijn
niet beide nul, zodat Ji(a+-2)+-5i niet voor alle A singulier kan
zijn, Is het ergens regulier, dan is daar T:i(a+-)) gedefinieerd, zo-
dat het een cigenlijk punt aanwijst.

Het is nu voldoende te laten zien dat de verzameling der eigen-
1ijke punten samenhangend 1s, Dit is triviaal, daar deze verzameling

homeomorf is met A z&lf,

De H-bol, We zullen in het geval dat A:MRn de MRn—bol interpreteren
als een oppervlak in een euclidische ruimte, evenals men voor n=1 de
z-bol 1in een driedimensionale euclidische ruimte kan leggen.,

Beschouw alle matrices (2nxn) (g) met rang n (P en Q stellen ma-
trices (nxn) voor). In deze collectie definieren we equivalentie door

P Pq
( ) «f(p ) als P = P,X, Q=Q,X, X regulier,
0 2 1 1

In elke equivalentieklasse komt een (g) voor die kan worden aange-
vuld fot een unitaire matrix (é g). Om dit in te zien kiezen we een
(g) uit de equivalentieklasse, en vormen daarvan de Gram matrix
P¥P + Q?Q. (De * geelt getransponzerde van de complex geconjugeerde aan),
Daar (g) de rang n heeft, is de Gram matrix positief definiet, en dus
te schrijven als S°S, waarin S regulier is en (nxn)., Neem nu B:PS—q,
D=QS—1, dan is BB + D'D = I. Van de matrix (g) zijn nu de kolommen on-
derling orthogonaal en volgens het proces van Schmidt kunnen we hem tot
een unitaire matrix (2n x 2n) aanvullen.

Een klasse heet eigenlijk als er een (g) in ligt met reguliere Q.
Dan hebben alle andere representanten in deze klasse dezelfde eigen-
Z
)

schap, en bovendien kunnen we zeggen dat er één en slechts &én (I

(I = (nxn) eenheidsmatrix) in de klasse voorkomt.,

Een klasse heet echt als er cen (g) in ligt met de eigenschap dat
er complexe getallen @ s f bestaan zd dat A P+4Q regulier is, Dan heb-
ben alle (g)'s ult de klassc deze eigenschap.

Is n=1, dan is elke klassc echt, want uit QpﬁﬂLq = 0 voor alle
},'AL zou volgen p=g=0 in strijd mct de eis over de rang. Voor n >
~ bestaan er onechte klassen. Voorbeeld: n=2, P:(g 8), Q=(8 8).

; De H-bol is de collectic van alle hermitische (2n x 2n) matrices
" met n eigenwaarden 1, n elgenwaarden 0. We zullen onze klassencollectie
ééénéénduidigﬁop de H-bol afbeelden, Dit heeft het voordeel dat we een
%topologie en zelfs een metrielk ir A= klarcecincollectie aan kunnen geven,
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Aan de klasse waarin (ﬁ) voorkomt, voegen we toe de hermitische

matrix

: -1 o 3
(1) B = @ 4@ Q) B B) (Frade)t (B)

B

In het midden staat de Gram matrix, die, zoals reeds opgemerkt
werd, regulier, dus inverteerbaar 1s. D¢ definitie is onafhankelijk van

de keuze van de representant ult de klassce:
H((EX)) = H((5))  als X regulier,

De eigenwaarden zijn gemakkelljk te bepalen door voor P en Q resp,
B en D ult een unitaire (2n x 2n) matrix U = (é g) te nemen, dus we

kiezen de represcentant (g) = U(%). Ingzvuld in (1) levert dit op

-1 Sy 24 3*
() v @ =@ 0T = G 5
Deze formule bewl]st tegelijk dat elk punt van de H-bol als beeld
optreedt, want elke hcecrmitische matrix met de genoemde elgenwaarden is,
op grond van de stelling over unitaire reductle van hermitische matri-
ces, in de vorm van het rechterlid van (2) te schrijven.
Dat de beschouwdce afbeelding éénéénduidig is, blijkt als volgt., Is

00 sl

A, B
o 1) U4

A B ] 00y *
U=1(cpl . Uy= (Cj Dq)’ U (g 1) U= Uyl
. 1 00 00
dan is, met U,  U=U,, ook U, (5 1) = (5 1)

U2, dus 02=B2=O, D2 unitair,

. : B . .
I3 - — g1 s e ek
Derhalve is B_Bq oo >~)1)2, zocdat (D) en (Dq) equivalent zijn,

We zullen verder, inplaats van over cquivalenticklassen, zoveel

mogelijk40Vcr de punten van de H-bol spreken. De begrippen eigenlijk en
echt brengen we op de H-bol over., Een (2) dic tot cen H van de H-bol

aanleiding geeft, zullen we een representant van deze H nosamen.

Of een punt H van de H-bol 21 dan niet cigenlijk is, is direct aan
ST
VW

. B . R .
), ¢n is (D) cen uit een unitaire matrix
k3 4 o 4 r
voortkomende representant van H, dan is volgens (2) W = DD . Bekend is,

H z&lf te zien. Is nl, H = (

B

M
dat DD dan c¢n slechts dan singulicr is 213 D singulicr is. Dus nodig

en voldoende opdat H eigernlijk is, is dat W rcgulicr is.

T

Als W regulicr is, geldt bovendien, daar T=BD, W=DD™, dat () de
rang n heceft, en dat (%) cen r prescntant van H is; ¢n ook (T¥ ) is <en

representant. Hicruit volgt dat de ¢énéénduidige afbeelding

z e H1(9)

van MRn op het evigenlijke deel van de ¥ hal $n hroide richtingcn continu

is, want T en W hangcn continu van H af, en in cen omgeving van een re-
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1 continue van. T en W af, Dat H continu van Z af-

gulicre W hangt TW
1

hangt volgt uit (1), waarin (272 + I)~
afhangt.

voorkomt, die continu van Z

De MR -bol zullen we ¢ééndéénduidig op het echte deel van de H-bol
afbeelden. Een punt van de MRn—bol is ¢en cquivalentieklasse van
T(Z)'Ss’f=(§<§),&5 -y 40, Z&MR_

We kiezen een speciale represcntant T(Z) en maken de afbeelding

(3) t(z) — Gr 1 ED.

Gaan we links op een met ¥ (Z) cquivalente Tq(ZQ over, dan ontstaat

rechts een nieuwe (2n X n) matrix, dic met de oude equivalent is, Stel-
. e 5 N i .

len we Cq T:-'tg, dan is nl,{yez +<§2I recgulier, en

Zy=(052 + B,I)( Y 52 +c3’23:)‘4. Derhalve
\ (zq) (X2 351) (fo2+6,1) T (o243, (&21 f 21) .
(%) I )7 (5/22+ 521)(52%521)”1 O'EZM”EI Yol § oI (I) :

We merken nu op dat, als R een reguliere (2n x 2n) matrix is,

P P
P 1y 4 < P 1
(Q)fv(Qq) impliceert R (Q)-Au R (Qq) s
want de eerste rclatic.impliccert
P
P 1
Q) = (Q1) X

met een reguliere (nxn) matrix X, en deze betrcekking kunnen we védrver-
menigvuldigen met R. We passcen dit toe op (4), met
o (Of,II 3,1
yaT S4T
punt van de H-bol opleveren,
Dat het beeld van Y (Z) ecn echt punt van de H-bol is, volgt uit
het feit dat [, (Xz+ @ll)+ 53((yz+f51)=:[ is; hierin stellen o5 etc. de
¢lementen van 7:3='I_ voor,

) » en we concluderen dat T (Z) en T.(Z,) beide hetzelfde

1 1)

We moeten vervolgens bewljzen dat elk ccht punt van de H-bol als
becld optreedt.

Neem daartoe van een ccht punt van de H-bol ecen representant (g),
en kies en & z6 dat 6’P+5‘Q = S regulicr is, Kies nu X en ﬁ z6 dat

H [+3
| a8 -By#o 1s. Noem (_gg% -t 1, ( L g‘f");’c, (%P + (3Q)s”'=z. Dan is

het beeld van T (Z) bij de afbeelding (3 :

(e 3 L 52 @G A GR52) - o)
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Tenslotte bewijzen we dat ¢lk echt punt van de H-bol slechts beeld
is van één punt van de MR -bol. Nvem aan dat T(z) en tq(ZQ hetzelfde
punt van de H-bol opleveren,

AR S )

Noem ‘51’11;='tg, dan blijkt door linksvermenigvuldiging

<zq) - (mzz +{521) 1

I JEZ +<521

Er is derhalve cen regulicre X met 0422 +[321 = ZqX, 52Z+5éI=IX.
Dus <¥22+'521 is regulier, en qu(&éz+(321)(gez+c§2Iy4 . Dit betekent
dat'C(Z)nutq(Z?.

Bij de afbeelding (3) corresponderen de eigenlijke punten van de

MRn—bol met de eigenlijke punten van de H-bol, Een elgenlijk punt van
10

o 1)

eigenlijk punt van de H-bol kan worden gereprescnteerd door een (I)‘

de MR -bol kan worden voorgesteld door 'tq(z), met 7:1=( . Een
Volgens (3) corresponderen deze met elkaar,

De triviale afbeelding Z —» T%(Z) van de MR op het eigenlijke
deel van de MRn—bol brengt een afbeelding met zich mee van MRn op het
eigenlijke deel van de H-bol, Expliciet luidt deze: 2 —H(Z), waar

% -
. 2(1+2%2)" 2% g(1+z) 7
(5) H(z) -4 i(I)} = | ()¢ ()

Merk op dat z(1+2°2) = (1+22™) "2, zodat de matrix links-boven

ook kan worden geschreven als (I+ZZ”)"1.ZZ#. Het is verder nict moei-

1ijk de voorstelling (2) expliciet aan te geven: H(Z)=U H(O)U#, met

)

.o %
De transformaties Z 3 (XZ+@I)(y 2+H1T) 1 kunnen, als ((\{?)
unitair is, op dc¢ H-bol cenvoudlg worden aangegeven, lets algemener

= Noj—

1(0) = (2 9) U—(mm)-—% o 2(1s27z)”

01 _z¥(1422")72 (1+72%2)~

N

beschouwen we, in plaats van de unitaire (2n X 2n) matrices (QXI I),
yI 1
willekeurige unitaire matrices (é g) = U, Is nu CZ+D reguller, dan is
, 1 s
(6) « H({AZ+B)(CZ+D)™ ') = U H(Z) U

Het linkerlid is nl. het punt van de H-bol dat 1s toegevoegd aan
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de klasse

tAZ+~B)= IJ(%)’

Cz +D

zodat de bij deze klasse behorende H is
-1 5 %
V4 Z\* 7 v4 *
o {3 UU(I>} 2y v,
en de U*U in het midden valt weg.

We kunnen de H-bol beschouwen als ecn opperviak in de ruimte &
van alle hermitische matrices (2n x 2n)(een ruimte die In® pesle dimen-
sies heeft), Dit 1s een euclidische ruimte, als we als afstand - '
d(H,,Hy) (H,€%€, HEH) definigren door (d(Hq,Hg))2= wr( (H,-Hy)%)

(tr = spoor)., Als cartesische cobrdinaten kunnen we in deze ruimte
bijv. gebruiken h,... .0y o, Re hij\/é(ﬂ <i<j<2en),
ImkﬁjV5(1§i<j$2nL

Is U unitair ((2n x 2n)), dan is HoUHU™een lineaire transforma-

tie in ¥ , waarvan we kunnen laten zien dat zij dircct orthogonaal is,

De orthogonaliteit volgt uilt

2

cr( (U, U™ - UHEU”)Q) = tr(U(H,-H,) ") = tr((Hq—Hg)g).

1
Dat zij direct orthogonaal is, blijkt ult het feit dat de verzameling
der unitaire matrices U samenhangend is (bijv. in te zien ult de expo-
nentisle representatic).,

D¢ locale structuur van de H-bol is te bestuderen door een punt H
van dat oppervlak door H=U H(O)U%'naar H(O) te transformeren, In cen
zekere omgeving van H(O) zijn alle punten van de H-bol eigenlijk en
dus als H(Z)'s met Z in een omgeving van Z=0, te¢ representeren,

De metriek in &2 impliceert een lijnelement op de H-bol, gegeven
door d32=tr(dH.dH). Tit 1lijnelement is invariant bij de transformaties
H —UHU" (U unitair), aangezicn dit orthogonale transformaties in ZL
zijn,

In de eigenlijke punten H(Z) van 7 kunnen we het 1ijnelement in
Z en dZ uitdrukken; dan vinden we de Siegel-metrick van de MRn’ Daar-
toe stellen we (I+27°) =P, (1+7°2) '=q. Dan is

7*p = a7%, 7q = Pz,
dP = -P d(zz™)p , dq = - 4(2°2)q.

De berekeningen worden vergemakkelijkt door op te merken dat deze for-

s . 3%
mules in elkaar overgaan door de transformatic Z-—2 , P—Q,



i

M 66

We hebben dH = 2 (‘dP ‘¥d(PZ)) , dus
d(pz)” dq/

tr (dH.dH) = tr(dP.dP) + tr(dQ.dQ) + 2tr(d(Pz).d(qz™)).

=

Gebruikmakende van de formules (rtr betekent Re tr)
tr{AB)=tr(BA), rtr A= rtr A, tr((a+8 )(A+8")) = ertp(AA)+2tr(Aﬁ”),
vinden we

tr(dP.dP) = 2rtr(PP d7.2 PP dz.7") + 2rtr(EP az.7 PPz 47" ).

b
- PZ 47.7Q + PdZ.Q,
- oz%az.7*p + qal b,

Verder is .d(PZ) = -Pd(ZZ”)PZ + PAZ
a(az™)

il

Nu blijkt
tr(d(Pz) d(@Z*)) = rtr(PzdZ . 2007 d2.72°P) -

24 . -
-2rtr (PZdZ ,ZQRd4Z .P) + rtr (PAZ.QQ dZ .P).

£r(dQ.dQ) = 2rtr(QQdz .zq0 dz”.2) + 2rtr (QQdZ™. 2QaZ dz).

Met behulp van de formules rtr(AB) = rtr(BA), rtr(A”):rtr(A) bren-
gen we alle termen in &én der vormen rtr(A dZ B dZ) en rtr(A dZ B dZ*).
Maken we dan nog gebrulk ven de relaties Z”PP=QQZ%, PP+ZQQZ%=P,

QQ+7 PPZ=Q, dan vinden we For(GH.H) = 2rtr(Pdz.Qd7" ).
Daar echter (PAZ.QdZ*)*
We vinden dus

= d2.Q.dZ .P, is het spoor daarvan rcéel,

1

(7) tr(dH.AH) = 8 tr( (I+227) laz.(1+2 2z) laz™).

Het rechterlid is het lijnelement van Siegel, dat invariant is bij

de substituties Z,=(AZ+B)/(CZ+D) met unitaire (A B

4 G D)’ voorzover CZ+D

regulier is,

De MR _~bol 1s nict compact als n >1. We kunnen rijen aangeven dile

geen verdichtingspunt op de MRn—bol hebben (verdichtingspunt in de zin
van de topologle die erop gegeven is doordat het een MRn—variéteit is).
0 k) (k=1,2,3,...), (gemakshalve

00
n=2). Zou een dcelrij daarvan naar een clgenlijk punt convergeren, dan

Kies nl. de puntri] der matrices Zk=(

was <r al convergentic in dc zin van de MRn’ doch daarin is de deelri]
divergent, Was er convergentie nanr een oneigenlijk punt, dan zou er
gen T te vinden zijn, zd dat op de duur alle T.(Zk)'s uit de deelri]
¢igenli k zijn ¢n naar cen cigenlijk punt convergeren, Mefb t::(& @)

J
(/3 K.u5~ﬁ

vinden we echter

(7)) = @z, +pI)(y2,+61) = [ F g
3

© 7
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en daar © %0,0ig—{3g £0, geeft dit wen divergente rij,

De H-bol is, met de metriek van 2% , gesloten en begrensd, dus
wel compact. Verder kan men laten zien dat onze afbeelding van de MRn—
bol op het echte deel van de H-bol topologisch is; we laten het be-
wijs achterwege.

Ter illustratie berekenen we H(Z) voor de matrix Zz(g g), gemaks-
halve met redle a en b (n=2). Met behulp van (1) (met P=%7,Q=I) vinden

we a b\ , 5 -1 /a p\*
H(z) =foal| (2 20, 0 a )
40 ab a“4+b"+1 10
01 01
De determinant van de middelste matrix is A =a4+232+b2+4, en we
vinden
34+a2+b2 ab a3+a b
H(Z) : 45-1 ab 84+32 —a2b a3+a
33+a *agb 32+b2+1 -ab
b 83+a -ab a2+1

We laten nu b naar oneindig gazan, <n tegelijkertijd veranderen
we a., We beschouwen drie gevallen:

o]

L 1 1
1°© apE_ce; 2° ab2ous (0<s<9); 37 ab2 — 0. In deze

gevallen vinden we resp. de volgende limiecten voor H

. . \ :
1 1+8 1
1 1 SLL e
S

0 ’ L 1 ? 1
0 1+8 0

0

In het bijzonder zicn we dat voor vaste eindige a de limiet onafhanke-
1ijk is van a, Bovendien zlet men, wegens

™ e 43 (O((S~/3\)b
E i C )
Okod-& 3/
Xcu—cS

dat, bij vaste a, cn b—y 6o, de limiet ven de rij H(t(] 2)) op de¢ H-

bol hulemaal niet meer van T afhangt, zolang 5a+45¥0 is.

De gebroken lineaire afbecldingon z-—e(uz+43)(5'z+é‘)”1, die op
de MRn soms mct cen uitzondering zijn gedefinieerd, doch op de MRn—
bol kunnen worden voortgezet tot topologische afbeeldingen van de MRn_
bol op zichzelf, kunnen worden voortgezet tot topologische afbeeldin-
geﬁ Vép de H-bol op zichzelf. We beschouwen hier willekeurige matrices
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T= (?%)(cxé’—ﬁg #0), zonder beperking tot unitaire,

We slulten aan bij de voorstelling van de H-bol met behulp van
equivalentie-klassen van (2n #n) matrices met rang n. Aan de klasse
waar in (g) voorkomt voegen we toe de klasse waarin ( é::@%) voorkom®t .,
Deze definitie hangt niet af van de speciale keuze van de representant,
Verder is direct in te zien dat de afbeelding éénéénduidig is, en dat
het een voortzetting is van de afbeelding Z —T(Z) (neem nl,P=2Z, Q=I),

Noem &P+ Q=P 49 §P+<5Q=Q1.tft=(3ﬁé) is positief definiet; we kun-
nen er dug eén positief veelvoud pl van de cenheidsmatrix van af {trek-
ken, zd dat er lets positief definiets over blijft, en dat restant is

weer te schrijven als een product T %I1 Nu is
¥ % . X
P, P,+Q; Q.=p(F P+d Q) + (X P+F%% (®,P+R3,Q) (§1P+A‘Q) (51P+51Q).

De laatste twee termen vormen samen wbep een niet-negatief definiete
matrix, De kleinste elgenwaarde van P1 P1+Q Q,l is dus mlnstens p keer
de kleinste eigenwaarde van P*P+5*Q. Hieruit volgt dat (Pq P +®1 1) ~1
continu van P en Q afhangt. Volgens (1) hangt nu ook de bij P,l,Q,I be-
horende H continu van P en @ af,.

Tenslotte kunnen we laten zilen dat in cen omgeving van een punt HO
van de H-bol de P en @ zd uit de¢ egquivalenticklassen kunnen worden ge-
kozen, dat het continue functies zijn in diec omgeving. Daartoe merken
we op dat H, kan worden voorgesteld door U H(O)ﬁ%, U unitair (2n x 2n),

( ) We 1qten nu U vast, cn laten Z een omgeving van O doorlopen,
Bij U H(Z)U* kunnen we nu kiczen P=AZ+B, Q=CZ+D, en deze hangen continu

van Z af,.

Het is nu zeer teleurstellend dat de mogelijkheid om rationale
funceties in de MRn voort te zetten totf continue afbeeldingen van de H-
bol in zichzelf, beperkt blijft tot gebroken lineaire functies (ten-
minste als n >1). Als tegenvoorbeeld ncemen we n=2, met de afbeelding
Z-9Z2.

(2 0), 7m0, b -390, dat H(Z) nadert tot
een punt van de H-bol dat niet afhangt yan de wijze waarop 2 en b naar

2 /a2 2ab -1
0 resp. @ gaan. W. hebben verder Z5=[° ) . Nemen we nu a=sb ', s

We hebben gezicn, als Z =

2
0 =
vast, b —y oo, dan nadert H(Zg) tct H((g SS)), cn dit hangt af
van s!

Om de zojuist genoemde reden is de H-bol voor het bedrijven van
functietheorie veel minder geschikt dan de MRn—bol.
.

Opmerkingen. 1. In zekerc zin 1s de afbeelding 2—3H(Z) een generalisa-

tie van de stercopgrafische projectie, Neem nl, n=1. Richt boven het z-
vlak een loodlijn in de oorsprong op, dic we de t-as noemen., De punten
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van de driedimensionale ruimte worden nu aangegeven door paren (t,%)
(t regel, ¥ complex), Aan (0,z) wordt stercografisch (noordpool in

(1,0) toegevoegd het punt(lzlg/(1+lzlg), z/(1+|282). De coordinaten
(t,%) van de bol voldoen nu aan t(t-1)+ \§i2=0 en dat wil zeggen dat

L g hermitisch is, met zigenwaarden O en 1. We hebben hier

e(Y 2

de H-bol dus in een driedimensionale deelruimte van de vierdimenslonale
ruimte gelegd; deze deelruimte is gekenmerkt door tr H=1.

Daar tr H invariant is bij de afbeelding H—+UHU*, blijft deze
deelruimte bij deze afbeelding invariant., We hebben dus ven representa-

A +
tie van U2 in O3 .

2, Als n=2, kunnen we de H-bol éénéénduidig afbeelden op de verzameling
der rechte lijnen in de complexe driedimensionale projectieve ruimte,
Een rechte in R3 is nl, door twee lineair onafhankelijke vergelijkingen
in x,y,z,w gegeven, waarvan we de coefficienten kunnen aangeven in een
4 ¥ 2 matrix, Rechtsvermenigvuldiging met een regulicre 2x 2 matrix
geeft cen nieuw stel vergelijkingen voor dezelfde rechte/is op deze
wijze te krijgen, De rechten corresponderen dus éénéénduidig met de op
blz, 61 beschouwde equivalenticklassen, dus met de punten van de H-bol,
De oneilgenlijke punten van de H-bol kunnen worden gerepresenteerd
door matrices (g) waarbij in @ de tweede kolom nul 1s; zi] correspon-
deren met rechtgn die de 1lijn x=y=0 snijden. De onechte punten kunnen

worden aangegeven door matrices

20
JA 0
o A
o M
en corresponderen met de rechter van de kwadratische regelschaar

2% +My=0, Az+pmw=0 (d.,i, &én der beide scharen van het oppervlak

XW=YZ ).
Het feit dat twee rechten elknar snijden wordt tot uitdrukking

gebracht door de voorwaarde

P P
0, 9

P
deze voorwaarde is onafhankelijk van de keuze der representanten {Q1)
resp. (22) uit hun klassen.

w2
Voor algemenc n kunnen we evenzo vaststellen dat de rang van de
P, P
matrix 01 02) onafhankelijk is van de keuze der representanten, Voor
R~
2. Z
eigenlijke punten 21,22 komt dit neer op de rang van ( L é) s en dat
I I

- s s
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is n+ de rang van Zq"zg'
3, Men kan ook een H-bol defini&rcn door uit te gaan van matrices (g)
met rang n, waarin P een (mx n), en Q cen (nX n) matrix is., De verzame-
1ing van alle equivalenticklassen 1s nu door (1) éénéénduidig afgebeeld
op de verzameling van alle hermitische ((m+n)x(m+n)) matrices met m-
voudige ergenwaarde O en n-voudige eigenwaarde 1. De onderscheiding
echt~onecht vervalt, evenals het verband met een MRn—bol, De formules
(6) en (7) blijven geldig.

In het bijzonder geeft het geval n=1 cen (bekende) afbeelding van
de complexe m-dimensionale projectieve rulmte in 5%., en maakt deze pro-
de (homogene)

jectieve ruimte tot metrische ruimte. Zijn ZaserssZpig

codrdinaten, dan wordt het 1lijnelement ds gevonden uit

o 1+ 5 -2 m+] o gij o m+1 }2
ds“= 8(2;:lzil ) '{5%:|Zﬂ . L?_Idzii - !%ﬂd z, dz, } =

m+ -2
= B(EZ:IZiRQ) Pl Iz, dz.-—z.dzil2 .
7 1¢1<jgmit Jod ;

1

=1 volgt dit gemakkelijk uit (7), met 2= P
Z

Bovendien is aan het laatste 11id van bovenstaande formule te zlen

£t (met
m+1 (
=0 geen ultzondering vormt,

Mct de beperking z

2 L L A o A %
dat ds” niet verandert als men ZasesesZpyyg door 2405052
variabele t) vervangt. Dat het geval 2
kan worden bewezen door unitaire transformatie (waarvoor we een geschik-

te permutatie van ZhsenesZ kunnen kiezen).

M+

De hier gevonden metriek stemt, afgezien van de factor 8, voor de

reéle projecticve ruimte overeen met de metriek die men op de genhelds-
bol in

Rm+’l

halve door berekening volgzt dit uit het feit dat (voor re8le z) beide

krijgt door de stralen met de eenhcidsbol te snijden, Be-

metrieken invariant zijn bij orthogonale transformaties in ZasseesZpige

4, Voor het geval van reéle 7 is de afbeelding Z-—H(Z) in nagenoeg de-
zelfde vorm door Siegel beschouwd (Annals of Math.46 (1945) p.710), ook
voor niet-kwadratische matrices, Voor symmetrische Z gaf Minakshisunda-
ram een met de stereografische projeciie samenhangende afbeelding die
ongeveer met onze formule voor H(Z) overeenkomt (verschijnt binnenkort
in Journ,Indian Math.Soc.(1956)).

5. De benaming H-bol suggereert ten onrechte dat het een 2n2—dimensiona—'

2 . . . .
+1)-dinensiona2l hypervlak is, Men kan echter nagaan

le bol in een (2n
dat de H-bol in een (an—ﬂ)—dimcnsionaal hyperviak ligt (bepaald door

tr H=n) doch in zeen enkel hypervlak van lagerc dimensie (wanneer we na-
gaan welke punten van?ﬁieen constante afstand tot a2lle punten van de H-
bol hebben, blijken dit slechts de scalaire matrices te Zijn). De punten
van de H-bol hebben alle de afstand Vn tot de o0Orsprong.
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Dat de H-bol geen bol is (als n >1), blijkt ook door op te merken,
dat hij met de lineaire n-dimensionale ruimte der diagonale matrices
(%?) snijpunten heeft, en voor n >1 is dit aantal eindig doch > 2,

We keren terug naar de A-variteiten, en geven nog enkele voor-

beelden.

Voorbeeld 3. Is M een A-vari&teit, dan is elk open deel M1 van M weer
een A-varlételt, wanneer we de analytische structuur van M op Mq over-
nemen, Dit wil zeggen dat we elke uniformizegende parameter van M over-

nemen, voorzover op M,l gedefinl&erd.

Voorbeeld 4, Is AO de algebra der complexe getallen, dan is een AO—
varigteit niets anders dan een Riemanhns oppervlak.

Voorbeeld 5: Z1J R een open deel van Aj (algebra der complexe getallen)
en A een willekeurige Banhsch-algebra, De collectle van alle atA met
U (a)cR noemen we M(R). Dit is een open deel van A, en als zodanig een
A-varigteit (zie voorbeeld 1, blz, 57). We werken op dat elke op R ana-
lytische functie f volgens st 2 (blz. 45) een op M(R) analybtische func-
tie F definiert, met de eigenschap dat G (F(a)) = £(0(a)) (a&gM(R))
(st 5, blz. 50),

Het omgekeerde is niet zonder meer waar; niet elke op de gehele
M(R) analytische functie F komt op deze wijze voort uit een f. Dit
blijkt bijvoorbeeld uit het feit dat M(R) niet steeds samenhangend is,
ook al is R samenhangend. Is bijvoorbeeld R het gebied z £ 0, en A de
algebra uit voorbeeld V (blz. 37), dan valt M(R) uiteen in delen M,
(k =0, +1, + 25004), waarbij Mk bestaat ult alle absoluut convergente
Fourierrecksen f(x) die het interval 0£x «1 afbeelden op een kromme :
in het z-vlak, die het nulpunt k keer omloopt. Nemen we nu F(a) = O voor
atl_, F(a) = 1 voor at¢M(R) - M, dan is dit niet een functie die met
een functie f op RO correspondeert.,

Voorbeeld 6. We zullen de relatie R~»M(R) uitbreiden tot het geval dat
R een willekeurig Riemanns oppervlak is. Het bijzondere geval dat R de

complexe bol is, zal ons weer de A-bol opleveren.

We zullen dingen die op Ao resp. R betrekking hebben met dezelfde
symbolen noteren als de overeenkomstige dingen bij A resp. M(R), echter
voorzilen van een extra index O.

Beschouw alle afbeeldingen ¥w; die een open Verzameling.floith
(i doorloopt een indexverzameling S) conform afbeelden op een open deel
Ot
zerende parameters, De I)Oils behoeven niet samenhangend tezijn.

Bij Gy, definitren we O, = M(0,) ={ alach, T(a)e 001} ,

= ?i(floi) van A . We hebben dus het maximale systeem van uniformi-

zoals in voorbeeld 5. De Oi's zijn open delen van A, en met deze Oi's
zullen we een concrete A-varigteit M(R) maken door equivalentiles te >
defini€ren 1n de collectie der paren (0,,a) (1¢S, ae0 ) (vgl. blz. 55-5T)

i
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71j 1€S, JeS. Aansluitende bij de notatie van E6, blz. 56 schrijven

0 .nnn =9 N
we {1 051 = %13 T o1 "0y’ %13 T (QOiJ %051 Pitose)s
Gij = M(OOiJ) (dus 04 coi), 051 = M(ooJl
terwljl fij =l?j@i een conforme afbeelding van OOlJop oOji oplevert.

Zij Fij de door fij voortgebrachte Banachfunctie, gedefini¥erd op Oi H

blijkens de spectral .mapping theorem is, als ae.Oij, (d.w.z.d'(a)e OOij)

steeds G‘(F (a ) = fla( (a)) ¢ £y (0013 = Ogy1 Derhalve is Fij(a)e 04y
We definiéren nu de equivalentle door

(04 ,a)ru(o ,0) 2 a eoij en b = F, J(a)

Merk op dat deze equivalentie impliceert dat&P1 (a)) —t? G(v)),
en we kunnen deze op R gelegen verzameling het spectrum van de equiva-~
lentieklasse (dus van het punt der uit de equivalentieklassen opgebouwde

A-varisteit) noemen.

Qoi

Vs
- > Oqi LI
o«'j)
Fi"[ Ot
OJl
. ™
rd a
?)
D@ o)
R
Ao A

We controleren nu de eisen E 1 t/m E 5 (blz. 55-56).
E 1. a) Reflexiviteit is triviaal (f‘ii is de identieke afbeelding, dus
F,. eveneens).
b) Symmetrie: fij en fji zijn elkaars inversen, en beide analytisch,
Nu is fji(fij) de identieke afbeelding., Dat nu ook Fji(Fij) de ildentieke
afbeelding is, volgt uit de volgende hulpstelling (hal eigenlijk direct

nd st 5 blz. 50 besproken moeten worden):

ii

Hulpstelling. Z21J £ analytisch in O CA_, en g analytisch in f(oo), dus
de samengestelde functie g(f) analytisch in OO. Laat ¥, G, H de met T,
gs &(f) corresponderende Banachfuncties (gedefiniderd in M(O.){
M(f(OO)), M(OO)) zijn. Dan is H(a) = G(F(a)) (ai;M(OO)).

K? (Oi:a)""(Ojsb)J
(Oj,b) n&Ok,c). We moeten aantonen dat a €0, ik, en ¢ = (a)

We hebben . (G(a)) (PJ'q(G’b) t?k T (c)), en dit ligt dus in
ox» Het beeld Val’lﬂole bij P, 93 L?k

¢) Trapsitiviteit., Zij aeo,, szJ, c&0

{1
de doorsnede 01 jk van 03
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noemen we resp. OO , OOJ’ o* ok verder ZlJ M(Ool) = 0y, enz. Daar
G(a)c OO , 1s a€ Oy 42 €venzo bc:oij, e €Ok. Verder 1s t
O(a)CLpl(ﬂOijk)CLPi(ﬂoik) = Opyyes QUS B€ 0, .

*
We hebben f, (o ;) = oOJ 1{(OOJ) OOK, k(ooi) = OOk:’ en

ij
fip = k(flJ) op O 4+ Derhalve is, blijkens de hulpstelling, op Oi
ook Flk (F1 ). Bllgkens de gegeven equivalentierelaties is
lJ(a) = D, FJk( ) = ¢, dus Fi(a) =c, q.e.d.
O;
O;*

9
Q 0 *
O
0:

E 2. 21] (Oi,a)nu(oi,b) (aE(%jb eoi). De functie f,, is de identiteit,
dus F,, ook, Derhalve b = Fii(a) = a,

E 3. 721] (Oi,a)hu(oj,b). Neem nu 0%= Oij (dus aeo” O, ) De functie FiJ
beeldt Oij analytisch in OJi af, Voor z& 0F is F, ( )E OJ, en dus
(Oi’z)°“(oj’ FiJ(Z)) blijkens de definitie van equlvalentie.
g_i. We nemen de vorm E 4°. Laat 84s8ps+00 €05, 8€0,, a —a;
b, by, ...E,Oj, t>€Cﬁ, b —sDb; (Oi,an)nJ(Oj,bn) (n=1,2,...). Te bewljzen
( ) (Oij)ﬂ

Het bewiljs zou vrij eenvoudlg kunnen verlopen als we mochten ver-
onderstellen dat in A de continufteit van het spectrum geldt biJ de
sterke topologie (blz. 31). We moeten echter rekening houden met de
mogeli jkheid dat 0 (a) méér is dan limG(a, ), G(b) méér dan 1imG’U)),
. blijft, 7(v) niet meer binnen 0

01
(blijkens de gegeven equivalenties geldt wel G (a )€ OolJ (b ) 60031) .

en dat O (a) niet meer binnen 0

De spectra van a en b zouden dus gedeeltelle kunnen komen buiten
de gebileden.waarbij de afbeelding f 3 werkt. We hebben dus behoefte aan
functies die opfl lJ fl analytlsch zijn.

We zouden kunnen volstaan met de volgende uitspraak:

(B) 1Is R1 een Rlemanns oppervlak, en P een punt van R dan 1s er een

/l’
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functie die buiten P overal analytisch is, en in P een (eventueel meer-
voudige) pool heeft.

We weten momenteel niet of (A) juist is. Voor gesloten R, 1s (p)
juist; we kunnen dan een (p+1)-voudige pool voorschrijven (p = geslacht).
Voor open oppervlakken 1ijkt de bewering nog kansrijker, omdat er dan
reeds niet-constante overal op R analytische functies bestaan (vgl.
Behnke-Stein, Math. Annalen 120 (1947/49) 430-461). .

We kunnen echter met een zwakkere stelling (B) volstaan, waarin de
uitspraak (A) wordt gedaan voor een Rq die geheel in het inwendige
van een groter Riemanns oppervlak‘R ligt (d.w.z. elke riJ uit Rq heef?
een verdichtingspunt op R)., Bewljs: Een dergelijke R1 kan nl., na ult
R te zijn losgemaakt, worden gecompleteerd tot een gesloten oppervliak,

en daarvoor is (A) bewezen.

We hebben 0" (a) C0Oyy, en U (a) is compact. Dus( (a) heeft een posi-
tieve afstand d tot de rand van Oy, . Kiezen we € = 4d, dan ligt de & -
omgeving OO van 0 (a) geheel in het inwendlge van OOi’ zodat jl'ﬁi =

P {q(OOi) geheel in het inwendige van R ligt. Hetzelfde geldt voor de
overeenkomstilg gevormde-()--SE =W, | o* ). We nemen nu R - * v(1*

0j 5 \Ooj 4 oi 0j?
dan ligt R1 geheel in het inwendige van R

Voor voldoende grote n is 0‘(a ¢ O , T (b ) * (st X, blz. 31).
Gemekshalve veronderstellen we dat dlt voor alle n geldt

Wegens G‘(an)C-O 1 € 0qy0 Cf( )COOJCOOJ geldt ook (Oi,a )*v(o sb ).
Daar omgekeerd, als (O’E a) e (OJ b) bewezen is, direct volgt (O a)V(O '@,
kunnen we ons Tot de beschouwing der Ox's (Ix's in plaats van de O's,

fl 's beperken, en laten de sterretjes dus verder maar weg.
We hebben U (a YeO.., T b €0 en, wegens de equivalentie,
n 01 03’
zelfs O a )eo G (b L) E O . We zullen bewijzen dat ook G (a)€ O..: 4s
, 0ij’ 0ji 0i}]
0 (b)e OOJl Laat o een punt van 04, zijn, & niet in OOij' We zullen
bewijzen dat X buiten G"(a) 1igt.

Yo iq@X) is een punt P van R, =£7biLL(1Oj‘ 7Zij f een, volgens (B)
bestaande functle die in & een pool heeft, en overigens op R1 analytisch
is. In het bijzonder is f opiﬁLOj analytisch. Derhalve is f@?&q) analy-
tisch op OOj‘ Zij G de Banachfunctie die hiermee correspondeert (G is
een afbeelding van Oj in A). Daar b € Oj’ b eoj, b b, is G(bn),qG(b),
dus G(b,) = 0(1).

Daar f op analytisch is, is ook f(@{q) analytisch op Ooij’

waarin de a_'s hungpectrum hebben, Zij H de met f(@iq) eorresponderende
Banachfunctie (gedefinigerd op O, J). Daar f(@;q) = T(¢ -1 ) (W, (Q{q)), is
H=GFy, op 0;,. Daar Fl ) = b, vinden we dat H(a ) = G?b ) = 0(1).

De functle h = f@? % kan op de gehele Oy worden beschouwd, h is
op OOi regulier met uitzondering van een pool in&X, dus

n(z) = c(z-)"" + n,(2),



M 75

met ¢ £ O, k posltief geheel, hgz) analytisch op O«

Met h{z) correspondeert een op Oi gedefinigerde functie Hqg daar
a€0y, a,€0,, a,~a, is H,](an)__,ﬂ;,l(a), dus H,‘(an) = 0(1).

0p Oy 4 zijn h(z), c(z- &)™  en h,(z) analytisch. Met c(z- o
correspondeert de Banachfunctie x —c(x- &), en dus

H(an)—Hq(an) = c(a, - -k,
We concluderen nu dat (a - a)“k=0(1). Daar a —a, is an=0(1),
aus ook (a - ) 1=(a - 0)* T (a5 ®)TH=0(1),
vit (a-)7'=0(1), a,— a volgt dat a- X regulier is. Dit gaat

als volgt, Gemakshalve ©t = 0, De rij 81_1,82-1,-" is een fundamentaal-

)—k

at)

rij, want
-1 -1 -1 -1
uan Y H = “an (am"an)am }1= 0(1). uam'an}} » 0.
Dus an'q*p;ohzéAJ. an.an—1=an—1.an~+e, dus ac=ca=e.
We hebben nu bewezen dat T (a) C O34 dus a€ 0 ;. Evenzo beoji,

De functie Fij geeft een continue afbeelding van Oij op Oji’ zodat we-~
gens a_-—3 a, b—b, Fij(an)=bn, ook Fij(a)=b geldt, Hiermee is de Haus-
dorff-conditie bcwezen,

E 5, Daar R een Ao—varieteit is, kan R door aftelbaar vele N omls WO -
den overdekt, Bij elk dezer 0 om's kiezen we ezn aftelbare basis voor
de open verzamelingen (d.1. een stel open deelverzamelingen Wgs Wosoeeo

met de eigenschap dat elk open deel van Q een vereniging van u)k's

is; voor deze W, 's kunnen we bijvoorbeeld E?ezen de qu_q(oK), waarin
de ok alle cirkels doorloopt met complex rationaal middelpunt en ra-
tionale straal, die geheel binnen OOm liggen). Voegen we deze bases
van onze aftelbaar velel].om's samen, dan krijgen we een aftelbare
basis Vq,VE,... voor de opeh verzamelingen op R.

We beschouwen ult de collectie van gl;g_floi's (i€3) nu alleen
de n tg die de vereniging zijn van eindig vele Vk's; het is duidelijk
dat er slechts aftelbaar veel van zulke.fl's zijn., Bij elk dezer N 's
kiezen we een speciale conforme afbeelding @ . De indices dezer P's
vormen een aftelbare indexverzameling So‘

Laat nu (Oi,a)(ie.s, ae Oi) een willekeurig paar zijn. We zullen
bewijzen dat er een j& S, en een bEO, is met (Oi,a)fu(og,b).

J
4 vormen een basis

De ¢ ,(V,)'s (4 vast), voor zover V, C il
voor de open verzamelingen van Ooi' Daar O‘(a) compact is, 1s er een
eindig stel Y, (V, )”""Pi(vk ) te vinden dat G (a) overdekt. De ver-
eniging van Vk ""’Vk kan conform in het complexe vlak worden afge-
beeld en is @ug een nj} o met(jéso

Nu is '{lojczfloi’ en G (a)c (Piﬂfloj)’ dus U (a)c¢ Ooij' Derhalve

is Fij(a)e Oj’ en (Oi,a)nu(oj,Fij(a)).
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We hebben nu bewezen dat de op blz. 71 (onderaan) gedefiniferde
parencollectie (met equivalenties) aan de eisen E 1 t/m E 5 van blz,
55-56 voldoet, en dus een concrete A-variételt is, Op de op blz.56-57
beschreven wijze kunnen we hieruit een abstracte A-vari&telt maken
(waarvan de punten klassen van onderling equivalente paren (Oi,a) zijn).
Deze uit R voortgekomen A-varisteit zullen we met M(R) aandulden.

Is R de z-bol, dan is M(R) de A-bol, De beschrijving van de A-bol
op blz.57-58 wijkt in niet-essentisle punten van de definitie van M(R)
af:
1°. Op blz, 57-58 komt de z-bol zelf niet voor; de [)—oi’s zijn daar
dus niet expliciet genocemd; de relatie tussen de Ooi’s is niet via de
JﬁLoi's, doch via een algebraische procedure beschreven, 20. Vertaalt
men de op blz.57-58 gegeven definitie in termen van.flbi's op de z-bol,
dan blijkt dat niet alle mogelijke.fquoi's zijn genomen, doch slechts
de speciale die de gehele z-bol op één punt na bedekken. Elk open deel
van de z-bol dat in het vlak conform kan worden afgebeeld (d.i.: dat
niet de gehele bol bedekt) is echter deel van zo'n speciale.f)—oi, ZO-
dat alle andere open delen bij de constructie van M(R) kunnen worden

gemist,

Zoals op blz. 72 werd opgemerkt, kunnen we aan elk punt P van M(R)
een verzameling U (P)C R toevoegen, die het spectrum van P heet, en als
volgt gedefinlieerd is: Is (Oi,a) een representant van P, dan is
U”(P):kpi'q(g'(a)). Als R een deel van het complexe vlak 1s, en M(R)
als een deel van A is geinterpreteerd zoals in voorbeeld 5 (blz.71),
dan is P een element van A en de zojuist gedefinieerde U (P) stemt met
de ocorspronkelijke definitie overeen,

Analytische afbeeldingen, Laat M en M* twee A-vari&teiten zijn,
en laat F een afbeelding zijn van M in M¥* , F heet analytisch, als voor

elke P€ M en voor elke in F(P) gedefiniecerde uniformizerende parameter
w* geldt dat Y (F(Q)) een analytische functie (zie blz. 55) van Q is
voor Q€ ﬂ, waarin - een omgeving van P is.

IS'M*=A, dan is zb'n analytische afbeelding een analytische functie
op R; is M® de A-bol (met een vastgelegde afbeelding van een "eigenlijk
deel" op A, zoals op blr., 59 is aangegeven), dan spreken we over een
meromorphe functie.

Door in het bovenstaande A=AO te nemen, komen we tot de bekende
definitie van analytische afbeeldingen van een Riemanns oppervliak in
een ander Riemanns oppervlak, en tot het gewone begrip meromorphe func-
tie. (Volgen§ deze definitie wordt een functie die overal oo is, ook
meromorph genoemd).

Meromorphe functies op een A-vari&teit kunnen singulariteiten heb-
ben, nl. de punten P die op oneigenlijke punten van de A-bol worden af-
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gebeeld, De verzameling der singuliere punten kan inwendige punten be-
vatten (Blz. 60 bovenaan).

Geinduceerde analytische afbeeldingen, Laat R en R* Ao-variétei—
ten zijn, en f een analytische afbeelding van R in R*'(in de practijk
komen vaak afbeeldingen voor van een open deel R'van R in R”’, doch we
kunnen R' dan weer R noemen). We zullen laten zien dat f een analyti-
sche afbeelding van M(R) in M(R¥) induceert, evenals we dat op blz.45
e.v. hebben gedaan voor het geval dat R en R” delen van het complexe
vlak waren, Hierbij moet echter een zeker voorbehoud worden gemaakt. We

zullen onderstellen

(C) Voor elke P€ M(R) geldt, dat de op R™ gelegen verzameling £(@(p))
gelegen is in een open deel van R¥ dat conform in AO kan worden afge-
beeld, (Is dit niet het geval, dan zal f£{@(P)) niet als het spectrum
van een punt van M(R*®) op kunnen treden),

Aan de eis (C) is voldaan als R™ =A, is (en F wordt ddn een ana-
lytische functie), Is echter R¥ de z-bol, en bevat @(P) bijv,inwendige pun~
ten dan kan het voorkomen dat f£(U(P)) de gehele R¥ overdekt.

We kunnen ook aan (C) voldoen door R, R en f willekeurig te hou-
den, doch aan A eisen op te leggen. Het is bijv. voldoende te eisen dat,
voor elke a€ A, G (a) hoogstens eindig vele verdichtingspunten heeft.
Daar G (P) het beeld van een U (a) is bij een conforme afbeelding, geldt
dan dezelfde eigenschap voor J (P) en dus ook voor f(G(P)). Bedek nu
elk verdichtingspunt van £{0°(P)) met een in A, afbeeldbare omgeving 0
(26 dat bij verschillende verdichtingspunten disjuncte 0O's worden geko-
zen) en bedek de eindig vele nog niet bedekte elk afzonderlijk met zo'n
0, weer ervoor zorgend dat alle O's disjunct zijn., Dit ste’ O's is weer
conform in het complexe vlak af te beelden,

In het bijzonder is aan (C) voldaan als A een matrixalgebra is,
waarbij immers alle spectra eindig zijn. Ook geldt het voor de algebra
uit voorbeeld V blz, 35, en algemener voor de algebra de¢r lineaire opera-
toren XI+K in de Hilbertruimte, waarin K een compacte operator voor-
gtelt.

Inplaats van (C) te eisen, kunnen we natuurlijk ock de te construe-
ren afbeelding van M(R) in M(R¥) beperken tot dit deel van M{(R) waarvan
de punten P aan de in (C) genoemde eis voldoen. Dit is een open deel van
M(R). We zullen echter gemakshalve de eis voor de gehele M(R) handhaven,

De geinduceerde afbeelding F van M(R) in M(R¥) wordt als volgt ge-
definicerd. (Voor notatie etc. zie blz. 71 e.v.). Zij Pe M(R) en (Oi,a)
(a@.Oic A) ¢en representant van de bij P behorende klasse van equiva-
lente paren, én 0.=M(0_.), O .= @.(fl 4),12. ¢ R. Op R* kunnen we, vol-

V| oi o1~ Til7loi oi i o
gens (C) een ﬂoj kiezen die f(w,” (G (a))) omvat..ﬂ.Oj wordt door U’)j
conform afgebeeld op 033. De samengestelde functie hz\?jfiei-q behoeft
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abstract concraek concreet alskrack

niet op de gehelc Ooi gedefinieerd en analytisch te zijn, maar is dat
wel in een zekere omgeving van U (a). Derhalve 1s h op te trekken
(plz.45, st.2) tot een analytische functie H gedefinicerd op een omge-
ving van a. Blijkens het spectral mapping theorem ligt het spectrum
van H(a) in Oij, en dus is H(a)e€ 0%, We definiéren nu F(P) als het
punt van M(K') dat gerepresenteerd wordt door .(O?,H(a)).

Het is niet moeilijk te laten zien dat de hier gedefinieerde F(P)
niet afhangt van de keuze van 1 en j, en dat inderdaad P«qF(P) een
analytische afbeelding is. Uit het voorgaande blijkt overigens direct

de volgende generalisa:ic van heft spectral mapping theorem:

TF(P)) = £(6(P)).

Algemene A-variteiten, De v-aag of elke A-vari&telt kan worden inge-
bed {met behoud van analytische structuur) in een M(R), moet ontken-
nend worden beantwoord, Een - egenvoorbeeld is reeds te vinden in de
cenvoudigste Banachalgcbira Aon, nl. de algebra der diagonale 2X2 ma-
trices. De%p algebra is ook . ls directe som AO+AO te beschouwen; we
geven de elementen met (‘“3f5) aan, waarin ™ en ﬁ complexe getallen
zijn.
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We bouwen een concrete A-varisteit op met 5 0's., Daartoe nemen we
in het bovenhalfvlak 5 gebieden Gﬂ""’GB’ als getekend in figuur,

3 -:vi

L H

. —
;~j;_ i : ?g'

In de FLSuu.r is aly voorbeeld aanges

geven de equlva_\enkie_

(O, (#f3) ~ (O:(T9)

H1 is het gebied Re z 0, Im z <0y H2 is gegeven door Re z »1, Im 2 40,
Hy=Hy=H; zijn gegeven door -1<Re z <3, Im z<O. 0, (i=1,...,5) bestaat
uit alle (™ ,3 ) met o €G,,[3€ H;. We definieren verder de volgende
equivalenties:

(05, (2,B)) ~ (0,,().8)) als %=y ,B=6-p,

waarin de pij reéle getallen zijn: p13=p14=p15=0, p23=0, p24=1, p25=\/§,
en bovendien pij= —pji voor alle i1 en j. Het zo gedefiniecerde systeem
van equivalenties voldoet aan E 1 t/m E 5 (blz.55-56), hetgeen zo goed
als triviaal is. |

Neem nu aan dat deze A-vari&teit in een M(R) kan worden ingebed.
Dan bestaat er een meromorphe functie £(P) op R die op geen enkel deel
van R constant is. Aan elk punt P van M(R) wordt nu door F een waarde
( },/4) toegevoegd, ( A en ik zijn punten van de z-bol) z6é dat noch A,
noch /H»constant is in cen omgeving van P, De functie F wordt nl,., gege-
ven door F((,())=(£(x),2(f)).

De waarde ( A,AL) hangt analytisch af van de uniformizerende para-
meters, en derhalve is /x.op elk der gebieden Hﬂ""’HB als een mero-
morphe functie gedefinieerd. (Hicrbij is de monodromiestelling gebruikt).
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Uit de equivalentiés plijkt dat de in H,1 beschouwde functie_/&4 in het
gehele benedenhalfvlak analytisch kan worden voortgezet en dat'}Lq(ﬁ)=
=/¢1(p +1)=/44(f3+\fé). Hieruit volgt dat s+, constant is, hetgeen een
tegenspraak oplevert.

Het ligt voor de hand te vragen welke voorwaarden voor een A-
variéteit M voldoende zijn voor inbedbaarheld in cen M(R). Daar vol-
doend kleine stukken van een A-vari&teit steeds inbedbaar zijn (zelfs
in A zelf) gaat het om cen globale voorwaarde. Men kan waarschijnlijk
als volgt te werk gaan: voeg aan elk "klein" stuk van M een stukje Ry
van een complex vlak toe, zd dat het stuk van M in M(Ri) is in te bed-
den, Definieer dan eguivalentie op deze Ri's op de voor de hand liggen-
de wijze. De Hausdorff-conditie is dan niet triviaal vervuld, Eist men
nu het vervuld zijn van de Hausdorffconditie, dan is waarschijnlijk
globale irbedding mogeliljk.

Een dergelijk ingewikkeld systeem van condities is echter weinig
bevredigend; bovendien zijn dergelijke voorwaarden niet noodzakelljk,

Er zijn, zoals we zoéven zagen, A-vari&teiten waarop, behalve de
constanten, geen meromorphe functies bestaan.

We veronderstellen nu dat we een A-varigtelt M hebben waarop een
verzameling V van meromorphe functies F bestaat, z6 dat in elk punt
één ervan als uniformizerende parameter kan worden gebruikt, Ge -akshal-
ve veronderstellen we verder dat A een matrixalgebra 1is, zodat de moel-
1ijkheid van blz.77 niet optreedt, terwijl tevens de kwesties van aftel-
bare overdekbaarheid eenvoudiger worden.

We beschouwen inplaats van M een met M eguivalente concrete A-vari&-
teit, bestaande uit Oi's (OiC A) met equivalentierelatieg, waarbij
de Oi’s z6 zijn gekozen dat de overeenkomstige L?i op Oi met een F €V
samenvalt, In dit systeem voegen we nu nieuwe equlvalentierelaties toe:
(Oi,a}al(ojyb) als er een éénéénduidige analytische afbeelding ¢ van

een omgeving O van a op een omgeving van b is, zd dat

(ce0, Fav) — Fly;7 () = Fly, (y ().

Gemakkelijk is na te gaan dat dit uitgebreide systeem aan de elsen E 1
t/mE 5 (blz. 55-56) voldoet. We komen zo tot een nieuwe A-vari&teit M,,
waarvan M een "dekvari&teit" is.

Vermoedelijk 1is IVI,l een deel van een M(R). Als V eindig is, kan men
zich de volgende bewljsschets voorstellen: neem een punt P& M, daarbi]
een uniformizerende parameter FH £V, Nu zijn FE’FB"" analytische func-
vies van F.; noem die GQ(Fq), GB(Fq),... . Bij G2,G3,... kunnen we de
gewone analytische functiles gg,gB,... construeren, en daarblj het Rie-
mannse dekvlak van de analytische voortzetting vgl. blz.83 (gewoonlijk
wordt dat voor &én functie beschreven, maar met eindig vele gaat het

even goed). Maak dit tot Riemanns oppervlak R en maak daarbij M(R). Nu
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moet M, in M(R) worden ingebed,

Bijzondere punten oOp een A-varieteit. Laat E een eigenschap zijn zoda -

nig dat voor elke a €A en voor elke éénéénduidige analytische afbeel-
ding F(z) van een omgeving van A geldt: als a de eigenschap E heeft dan
heeft ook F(a) de eigenschap E. We zeggen nu dat een punt P van een A-
varigteit de eigenschap E heeft, als voor één der uniformizerende para-
meters , geldt dat @i(P) de eigenschap E heeft. Automatisch geldt

dan hetzelfde voor alle andere in P gedefiniserde parameters, zodat de
definitie onafhankelijk is van de keuze van 1. Zo kunnen we steeds spre-
ken over scalaire punten (P heet scalair als Lpi(P)= Ae, )eAO). Is A

een matrixalgebra, dan kunnen we nog defini&ren: symmetrisch punt, dia-
gonaal punt, triangulalr punt, critiek punt. Begrippen als regulier
punt, regel punt, hebben echter geen zin.

Relatiecs tussen punten op een A-varié&telt., Is M een M(R), dan hebben

de uitdrukkingen "P en @ (beide € M) hebben een spectrumpunt gemeen";
"p en Q hebben hetzelfde spectrum"; "P = ch‘q (ce€h, ¢ regulier)" be-
tekenis. Laatstgenocemde uiltdrukking wordt als volgt geinterpreteerd:
o(P)=0(Q), en er is een Iloi > o(p), zd dat P,u(Oi,p), Q,V(Oi,q),
p=cqc'1. Bij overgang op een andere '[10’ blijft deze relatie behouden.

Gemakkelijk is in te zien dat voor elke op M(R) analytische func-
tie F zeldt dat P(cQc” )=cF(Q)e™ .

Op een willekeurige A-vari&teit kunnen dergelijke begrippen slechts
min of meer locaal worden gedefini&erd,

Is A een matrixalgebra, dan heeft het op een M(R) zin om te spre-
ken over: P en O zijn elkaars getransponeerde. Voor elke op M(R) ana-

lytische functie geldt dan F(P)=F(Q)T.

Samenhangskwesties, Zij R een Riemanns oppervlak, bestaande ult de

componenten Ry Ry, ... o 213 My een component van M(R).
Stelling. Er is een eindige verzameling S= {kq,..,,kn} z& dat voor
alle P ¢ Mq geldt

keS & o(P)NR, niet leeg.

Bewijs., Zi] Pé.Mq. Met de notaties van blz.71 e.v. heeft P een repre-
sentant (Oi,a), met izM(Ooi)’ Ooiztpi(floi),_(Loic R. Daar O (a) com-
pact is, en daar OOi open is, hebben slechts eindig vele componenten
4 -2 (‘l‘- ST 3 B - T - /\ ——

van O_; Lefi met 7 (a) gemeen, Hetzelfde geldt nu t.a.v. @, (Ooi)“glbi
en ? 5 (o (a))=0(P). Dit wijst een eindig aantal R, 's aan, waarop
iets van o (P) ligt.

Definieer nu Nk(P) door

“ 0 leeg
NK(P) = als v{P)f\Rk
1 niet leeg.
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Voor elke k is Nk(P) een continue functie van P. Ligt nl., met de zo-
juist gebruikte notatie, b in een voldoend kleine omgeving van a, dan
is o (b) ¢ Ooi(blz' 31 st.X) terwijl elke component van O_; die iets
van o (b) bevat, ook iets van 0(a) bevat (blz.50 st.6).

Daar Nk continu is en slechts O of 1 kan zijn, 1is Nk constant op

M Daarmee 1s de stelling bewezen.

q°
Bij sommige A's is elk spectrum samenhangend (d.i, niet splitsbaar

in disjuncte compacte delen). In zulke gevallen is er bij de opbouw
van een component Mq van M(R) slechts één component van R betrokken,

Is M, een component van M(R). Dan bestaat ¢ (M)= Up .y o (P) uit
een eindig aantal componenten van R, Het bewijs dat deze componenten
werkelijk volledig worden opgevuld, is lastig., Hiermee hangt samen de
stelling dat elke op M,I analytische functie F voortkomt ult een op R
gedefinieerde analytische functie f.

Zij Mq
R dat bij Mq is betrokken, Is nu k>1, dan bevat Mq geen scalaire pun-

een component van M(R), en zij k het aantal componenten van

i,a), dan 1s a sca-

lair, dus 0 (a) bestaat uit é€én punt. Derhalve geldt hetzelfde voor
o(p).
Omgekeerd 1s k=1 geen garantie voor de existentie van scalaire

ten, Is nl. P scalair, en P gerepresenteerd door (O

punten op M,1 (zie voorbeeld 5, blz.71). Dit is wel het geval als A vol-
ledig samenhangend 1is,

Zen Banach-algebra A ncemen we volledig samenhangend, als voor elk
gebled G in het complexe vlak geldt dat

M(G) = {a]ach, o(a)¢ G}

samenhangend 1is (vgl. st.11 blz.52).

‘ Gemakkelijk is dan ook in te zien: Is A volledlg samenhangend, en
§ R een samenhangend Riemanns oppervlak, dan is M(R) samenhangend.

‘ Een voldoende voorwaarde voor volledige samenhang is:

(D) Voor elke 2€ A melds det-het compleneni vorn #(n) nzuenhanzend is,

: Als aan (D) 1s voldaan, kunnen we nl., als U (a)€ G, een open ver-
% zameling 0 aangeven, bestaande ult eindig vele disjuncte en enkelvoudig
E samenhangende componenton, zd dat U (a)€ 0<¢G. (Voor de constructie
i van zo'n C ken men gerst G verkleinen tot de vereniging V van eindig
§ vele cirkelschijven, en vervolgens de eindig vele randstukken van V door
% krommen, geheel buiten 0 (2), met elkaar verbinden). Via een continue
§ schaar van locaal-analytische afbeeldingen kunnen we nu 0 (a) afbeelden
‘ op een cindige puntverzameling, en daarna wordt de zaak eenvoudig.

De voorwaarde (D) is niet noodzakelijk. De algebra van voorbeeld
VI (b1z.38) is volledig samenhangend, doch voldoet niet aan (D), Een
; zwakkere voldoende voorwaarde is
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(E) Bij elke a€e A is er een beA en een functie f, analytisch op o (b),
z6 dat a=F(b), terwijl het complement van 0 (b) samenhangend is.

Tdentiteitsstelling voor analytische afbeeldingen, Zij M een samenhan-
gende A-varigteit, en laat F, en F2 analytische afbeeldingen zljn van
M in een tweede A-varisteit M* . Onderstel dat Fq(P)=F2(P) voor alle P
uit een open deel O van M., Dan 1is F,|=F2 overal op M.

Bewijs. Zij V de verzameling {P | F%(P)=F2(P)} , en V, de verzameling
der inwendige punten van V., Kennelijk is V,I open en niet-leeg; we moe-
4 open 1s. Zij P een punt van M-V,. Is F (P)#F,(P),
dan is, daar F,I en F2 continu zijn, P een inwendlg punt van M—Vq. Is P
een randpunt van M-V,, dan is dus Fq(P)=F2(P). We kunnen dan in omge-
vingen van P resp. Fq(P) uniformizerende parameters beschouwen en ver-
der het bewijs van hulpstelling 8 (blz.50) volgen.

ten bewijzen dat M-V

. Analytische voortzetting., ZiJ G een gebied in A, en F een analytische
? functie op G. Dan kunnen we als volgt een analytische voortzetting con-

! strueren,
: Zij a een punt van G. Daarbij kiezen we een op een omgeving S van
v(a) gedefinieerde analytische functie f(t), die in een omgeving o

van a met F correspondeert (zie st.l4 blz.47). Bij de op S geconstrueer-
. de functie f(t) construeren we een gewoon Riemanns oppervlak R, waar-
op t en w meromorphe functies zijn, met w=r(t) in het gebied van uit-
i gang.

Vervolgens construeren we M(R), en daarop de opgetrokken functies
T en W. Op M(R) is nu een deel dat door T wordt afgebeeld op G, en waar-
- op W=R(T) is.
' Deze A-variételit, met daarop de functies T en W, moet worden aan-

“ gezien als de analytische voortzetting van het gegeven functieelement.
Het "platslaan" van dit oppervlak tot "dekvlak'" over het "T-vliak" heeft

-niet veel succes, daar de singulariteiten dan niet meer zo overzichte-

;1ijk kunnen worden beschreven als zulks in het klassieke geval (A:AO)
gebeuren kan,

: We merken op dat niet noodzakelijk voor de gehcle G een éénwaardige

%functie T kan wordcn gebruikt, Dit is wel het geval als G een sterk ge-

" bied is (zie blz.8).

Analytische completering. Zij M een A-variéteit, en M,1 ¢en open deel van

EM. M heet een analytische completering van M,I als elke op Mq analytische

;functie op M analytisch kan worden voortgezet.

j Voor A:AO is dit niet mogelijk (behalve als M:Mq)(wél is dit ver-

fschijnsel bekend bij analytische functies van meer variabelen). We ge-

éven echter e¢en niet-triviaal voorbeeld bij A:MRQ. Laat G ceén gebiéd in

gAO zijn, en O een open deel van G. Zij M de verzameling M(G)={a]a€ A,
c(a)c Gl , en M, de verzamuling {a]a ¢h, o(a)cG, o(a) N0 niet 1eeg} .
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Dan is M een analytische completering van Mq.
Een voorbeeld van andere aard, ook in MRQ, ig als volgt. Laat G4
an G2 dlSJunCt gebleden in A zijn; é*de verzameling der regulierc

matr1ccs, en 0 een open, samenhangbnd deel van MRQ, met ¢ € 0, Neem nu
o o> T N « 0

M = 2eG,;, 3€G,, TEMR s M, = ( )

(9 g 1 ﬁ 2 2 1 0 ﬂ

Impliciete functies. Gemakshalve beschouwen we een algebraische verge-

dEGq,péGg, TE()}.

1ijking £( X , m)=0. We vragen nu naar alle paren (z,w) met
ze€h, weh, zw=wz, [(z,w)=0.

' Deze collectie noemen we de kromme f(z,w)=0, Men kan nu vragen of dit
w als een meerwaardige analytische functie van z definicert.

Bij de vergelljking f(A,pJ:O kan men een Riemanns oppervliak R
 construeren en daarop de meromorphe functies ¢ (P) en ¥ (P), zb dat de
paren (x SN (A=9(P), m=P(P)) alle punten van de kromme voorstellen,
; Gaan we nu over op M(R) met daarop de functies % en ! , dan vinden
Cwe & (P)F(P)=¥(P)F(P), T(3(P), 1(P))=0 (alle P €M(R)). Gemakshalve
beperken we ons tot elgenlijke waarden van z en w, Dit levert dus een
deel van de kromme f(z,w)=0; we nocmen dit deel de analytische kromme

f(z,w)=0. Merkwaardigerwijze is het niet altijd de gehele kromme.

? Laat bijv., £( 3, M)= \2—)¢3 zijn. De vergelijking )2-/u3=o kan

. worden geparametrizeerd met A= C3 , M= 12 (R is hier de bol)., Doorloopt
nu t de hele A, dan stelt (t 3 ) de analytische kromme voor, Laat A
de 2x2 matrixalgebra zijn, en b= (8 g). Dan is (b,b) cen punt van de
 kromme. Voor geen enkele © is echter tegelijk b=td, b=t2., (ULt t°=b

- volgt dat t nilpotent is, dus tgzo), dus (b,b) ligt niet op de analy-

tische kromme.
We lkonden bewljzen: Is A een MRn’ ¢n heeft de kromme geen dubbel-
- punten, dan is de analytische kromme met de kromme zelf identiek., Of
sterker: ligt (z,w) op de kromme, en is voor geen enkel dubbelpunt
(2, M) tegelijk Aewo(z),meo(w), dan ligt (z,w) op de analytische
kromme .

5“;.

Einde van het colloguium



